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Lời cam đoan

Luận án này được hoàn thành tại Trường Đại học Quy Nhơn, dưới sự hướng

dẫn của PGS. TS. Phan Hoàng Chơn và PGS. TS. Nguyễn Sum. Tôi xin cam đoan đây

là công trình nghiên cứu của tôi. Các kết quả trong luận án là trung thực, được đồng

tác giả là thầy hướng dẫn của tôi cho phép sử dụng khi đưa vào luận án và chưa từng

được ai công bố trước đó.

TẬP THỂ HƯỚNG DẪN KHOA HỌC Tác giả

PGS. TS. Phan Hoàng Chơn PGS. TS. Nguyễn Sum Phạm Bích Như
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Lời cảm ơn

Luận án này được thực hiện và hoàn thành tại Trường Đại học Quy Nhơn dưới sự

tận tình hướng dẫn và giúp đỡ của PGS. TS. Phan Hoàng Chơn, PGS. TS. Nguyễn

Sum và rất nhiều người khác. Nhân dịp này tôi xin gửi lời tri ân đến tất cả những

người đã giúp đỡ tôi.

Đầu tiên, tôi xin gửi lời cảm ơn chân thành đến PGS. TS. Phan Hoàng Chơn, người

thầy, người anh và là người bạn đồng hành luôn động viên tôi trong suốt quá trình học

tập nghiên cứu sinh. Mặc dù rất bận rộn nhưng thầy đã rất kiên trì giảng dạy, hướng

dẫn cho tôi những kiến thức cơ bản nhất về Tôpô đại số mỗi tuần trong suốt 2 năm.

Nếu không có thầy tôi không thể có quyết tâm để theo đuổi việc học tập nâng cao

trình độ.

Tôi xin bày tỏ lời tri ân sâu sắc đối với PGS. TS. Nguyễn Sum, thầy đã giảng dạy,

hướng dẫn và cho tôi nhiều ý kiến đóng góp quý báu về chuyên môn cũng như định

hướng nghiên cứu. Thầy là người nghiêm túc trong học thuật nhưng lại rất gần gũi,

giản dị trong cuộc sống và là nhân duyên để tôi trở thành nghiên cứu sinh của Trường

Đại học Quy Nhơn.

Lời cảm ơn chân thành gửi đến PGS. TS. Lê Công Trình, thầy đã luôn động viên

và hướng dẫn các thủ tục cần thiết để tôi có thể hoàn thành chương trình học.

Xin gửi lời cảm ơn chân thành đến Ban Giám hiệu Trường Đại học Quy Nhơn,

Phòng Đào tạo Sau đại học và quý Thầy, Cô của Khoa Toán đã tận tình giúp đỡ và tạo

mọi điều kiện thuận lợi để tôi có thể hoàn thành tốt việc học tập tại trường.

Xin cảm ơn Ban lãnh đạo Trường Đại học Cần Thơ, Khoa Khoa học Tự nhiên, quý

thầy cô ở Bộ môn Toán đã chia sẻ công việc, động viên và giúp đỡ tôi rất nhiều để tôi

có thể thuận lợi hoàn thành việc học tập nâng cao trình độ. Cảm ơn chị Dương Thị

Tuyền đã luôn thấu hiểu và cho em những lời khuyên chân thành.
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Xin cảm ơn các anh, chị, em cùng học nghiên cứu sinh tại Trường Đại học Quy

Nhơn, đặc biệt là hai cô em gái dễ thương TS. Dư Thị Hòa Bình và TS. Lưu Thị Hiệp,

đã luôn sát cánh động viên, giúp đỡ rất nhiều cho tôi ngay từ những ngày đầu ra Quy

Nhơn học tập để tôi vượt qua được những khó khăn và có thêm động lực hoàn thành

tốt nhất chương trình nghiên cứu sinh của mình.

Lời cuối cùng, tôi muốn cảm ơn đến đại gia đình của tôi đã luôn chia sẻ, động

viên tôi trong lúc khó khăn, đặc biệt tôi muốn bày tỏ lòng biết ơn sâu sắc nhất đến mẹ

tôi, người đã sinh ra tôi, suốt đời hy sinh cho chị em tôi. Cảm ơn mẹ đã chăm sóc các

cháu để con yên tâm học tập. Cảm ơn chồng đã luôn ủng hộ quyết định của em. Cảm

ơn hai con đã cho mẹ thêm động lực để mẹ không ngừng cố gắng.

Bình Định, 2021

Tác giả,

Phạm Bích Như
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Mở đầu

Các hàm tử đồng điều và đối đồng điều kì dị là các công cụ được sử dụng để

nghiên cứu bài toán phân loại kiểu đồng luân của các không gian tôpô. Tuy nhiên

các công cụ này chưa đủ mạnh để giải quyết bài toán quan trọng này. Vào năm 1947

Steenrod [61] xây dựng các toán tử đối đồng điều như sau với mỗi số nguyên i ≥ 0

Sqi : Hn(X,F2)→ Hn+i(X,F2),

trong đó X là không gian tôpô, F2 là trường có 2 phần tử là 0, 1 và H∗(X,F2) là đối

đồng điều của X trên trường F2. Toán tử Sqi gọi là toán tử Steenrod bậc i hay bình

phương Steenrod bậc i.

Toán tử này tác động một cách tự nhiên trên đối đồng điều của X với hệ số trên

F2. Đến năm 1952, ông [60] đã mở rộng kết quả này cho trường hợp p là số nguyên tố

lẻ. Cụ thể với mỗi số nguyên không âm i, ông đã xây dựng một toán tử

P i : Hq(X,Fp)→ Hq+2(p−1)i(X,Fp),

và P i được gọi là lũy thừa Steenrod.

Từ đó các toán tử đối đồng điều này trở thành công cụ quan trọng được sử dụng để

nghiên cứu bài toán phân loại kiểu đồng luân. Các toán tử này là các toán tử đối đồng

điều ổn định. Đại số sinh bởi các toán tử Steenrod Sqi, i ≥ 0 (trường hợp p = 2); các

lũy thừa Steenrod P i với i ≥ 1 và toán tử Bockstein β (trường hợp p > 2) được gọi là

đại số Steenrod, ký hiệu A .

Sau công trình của Steenrod, cấu trúc của đại số Steenrod đã được Adem [3],

Cartan [68], Serre [73] và Milnor [47] nghiên cứu một cách sâu sắc.

Một vấn đề quan trọng trong nghiên cứu bài toán phân loại kiểu đồng luân của

các không gian tôpô là xác định nhóm đồng luân, đặc biệt là nhóm đồng luân ổn định

của mặt cầu. Trong [1] Adams đã xây dựng một dãy phổ, sau này được gọi là dãy

phổ Adams, hội tụ về thành phần p-xoắn của nhóm đồng luân ổn định của mặt cầu
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πS∗ (S0). Trang E2 của dãy phổ Adams chính là đối đồng điều của đại số Steenrod, ký

hiệu Ext∗,∗
A

(Fp,Fp) . Kể từ khi công trình đó ra đời việc xác định đối đồng điều của

đại số Steenrod trở thành một đề tài hấp dẫn, thu hút nhiều nhà toán học quan tâm

và nghiên cứu. Từ những năm 60 của thế kỷ trước các nhà toán học đã có nhiều công

trình nghiên cứu về Ext∗,∗
A

(Fp,Fp) với p = 2, tiêu biểu có các công trình của Adams

[1], Wang [65], May [46], Tangora [64], Lin [39], Lin-Mahowald [40], Bruner [10]

và nhiều công trình khác. Tuy nhiên đây là một bài toán rất khó. Cho đến nay bài toán

xác định đối đồng điều của đại số Steenrod vẫn còn mở, đặc biệt là trong trường hợp

p lẻ.

Có nhiều công cụ và nhiều phương pháp tiếp cận để nghiên cứu đối đồng điều

của đại số Steenrod như đại số vi phân phân bậc Lambda (xem Bousfield [6], Chen

[11], Lin [39], Singer [56], Wang [65]), dãy phổ May (xem May [44], [45], Tangora

[64], Chơn-Hà [14, 15]), giải thức tối tiểu (xem Bruner [9]) và các công cụ bất biến

modular. Điển hình cho công cụ bất biến modular là đồng cấu chuyển đại số được

Singer [57] xây dựng năm 1989 (gọi là đồng cấu chuyển Singer) và đồng cấu được

Lannes-Zarati xây dựng năm 1987 trong [72] (gọi là đồng cấu Lannes-Zarati).

Ngay từ khi ra đời đồng cấu chuyển Singer cũng như đồng cấu Lannes-Zarati đã

thu hút được nhiều sự quan tâm nghiên cứu của nhiều nhà toán học trên thế giới.

Đồng cấu Lannes-Zarati modulo p, ký hiệu ϕMs , được định nghĩa lần đầu tiên bởi

Lannes-Zarati [72] như sau với A -môđun không ổn định M tùy ý và với mỗi số

nguyên s ≥ 0

ϕMs : Exts,s+t
A

(M,Fp) −→ Ann((RsM)#)t,

ở đây với A -môđun N bất kỳ, ký hiệu N# là đối ngẫu của N và Ann(N#) là không

gian con của N# bao gồm tất cả các phần tử triệt tiêu bởi tác động của các phần tử

bậc dương của A và RsM là xây dựng Singer .

Hơn nữa đồng cấu Lannes-Zarati modulo p được xem như là một phân bậc liên

kết của ánh xạ Hurewicz H : πS∗ (X) ∼= π∗(QX) → H∗(QX) trên trang E2 của dãy

phổ Adams hội tụ đến thành phần p-xoắn của πS∗ (X), ở đây QX := limn ΩnΣnX

là không gian vòng lặp vô hạn (xem Lannes-Zarati [71], Lannes [70] cho trường hợp

p = 2 và Kuhn [38] cho trường hợp p là số nguyên tố lẻ). Do đó, việc nghiên cứu

dáng điệu của đồng cấu Lannes-Zarati modulo p còn có liên quan mật thiết với việc

mô tả ảnh của ánh xạ Hurewicz.
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Với p = 2, Lannes và Zarati [72] đã chỉ ra rằng ϕF2
1 là một đẳng cấu và ϕF2

2 là

một toàn cấu. Sau đó, Hưng và các cộng sự [27], [32], [34] làm sáng tỏ các kết quả,

ϕF2
s với 3 ≤ s ≤ 5 là tầm thường tại tất cả các phần tử có gốc dương. Những kết

quả này có quan hệ mật thiết với các giả thuyết của Curtis [22] cho trường hợp p = 2

và Wellington [66] cho trường hợp p lẻ về các lớp cầu. Các kết quả của Adams [1]

và Browder [8] khẳng định rằng chỉ có những phần tử bất biến Hopf bằng một và

những phần tử bất biến Kervaire bằng một trong πS∗ S0 (nếu tồn tại) được phát hiện

tương ứng bởi các chu trình vĩnh cửu trong Ext1,∗
A

(F2,F2) và Ext2,∗
A

(F2,F2) qua ánh

xạ Hurewicz. Thêm vào đó, với M = H̃∗RP∞ và M = H̃∗RP n, Hưng và Tuấn [34]

đã chứng minh được rằng ϕM0 là một đẳng cấu, ϕM1 là không tầm thường và ϕMs bị

triệt tiêu tại tất cả các phần tử có gốc dương với 2 ≤ s ≤ 4. Kết quả này cũng chỉ

ra rằng, dáng điệu của ϕMs có quan hệ chặt chẽ với giả thuyết của Eccles (xem phần

thảo luận của Zare [67]). Do đó, những hiểu biết về đồng cấu Lannes-Zarati modulo

p đóng vai trò quan trọng trong việc nghiên cứu ánh xạ Hurewicz cũng như trong việc

khảo sát những giả thuyết về các lớp mặt cầu.

Như đã trình bày đồng cấu Lannes-Zarati modulo 2 đã được nghiên cứu một cách

cẩn thận bởi nhiều tác giả trong suốt thời gian dài trong khi đồng cấu Lannes-Zarati

modulo p với p là nguyên tố lẻ vẫn chưa được nhiều người quan tâm nghiên cứu.

Trong luận án này chúng tôi tập trung nghiên cứu dáng điệu của đồng cấu Lannes-

Zarati modulo p với p lẻ.

Cụ thể chúng tôi thiết lập biểu diễn ở mức độ dây chuyền của (ϕMs )# trên phức

dây chuyền Singer-Hưng-Sum cũng như biểu diễn ở mức độ dây chuyền của ϕMs trên

phức Λ ⊗M#, với A -môđun M bất kỳ. Phương pháp tiếp cận này khá gần với cách

đã được Hưng và các cộng sự sử dụng trong [26] và [34] cho p = 2 với một số thay

đổi thích hợp. Tuy nhiên, với trường hợp p lẻ việc tính toán trở nên phức tạp hơn nhiều

bởi vì tác động của toán tử Bockstein.

Việc sử dụng đại số Lambda để nghiên cứu ảnh và nhân của đồng cấu Lannes-

Zarati modulo p (1.6) cho trường hợp M = Fp (với p lẻ) tránh được việc phải sử dụng

kết quả của bài toán “hit” của RsFp như trong [30], [25], [27], [32]. Với phương pháp

này chúng tôi thu được các kết quả mới về dáng điệu của ϕFp
s với s ≤ 3 trong trường

hợp p lẻ. Tuy nhiên với s lớn, việc tính toán gặp nhiều khó khăn bởi vì quan hệ Adem

trong đại số Dyer-Lashof modulo p R, nói chung khó tính, ở đây R có thể xem như

là đối ngẫu của RsFp.
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Để khắc phục khó khăn này, chúng tôi đã phát triển toán tử lũy thừa P0 tác động

lên Exts,∗
A

(Fp,Fp) (xem Liulevicius [41] hoặc May [19]). Với M = Fp và M =

H̃∗(BZ/p), chúng tôi đã chỉ ra sự tồn tại của các toán tử lũy thừa P0 tác động trên

Exts
A

(M,Fp) và trên (Fp ⊗A RsM)#. Hơn nữa những tác động này tương thích với

nhau thông qua đồng cấu Lannes-Zarati modulo p ϕMs .

Một họ {ai : i ≥ i0} ⊂ Exts,∗
A

(M,Fp) được gọi là P0-họ nếu ai+1 = P0(ai)

với i ≥ i0. Kết quả trên cho phép xác định ϕMs (ai) thông qua ϕMs (ai0), điều này làm

giảm đáng kể các tính toán trong việc nghiên cứu dáng điệu của ϕFp
s với s ≤ 3 và

ϕ
H̃∗(BZ/p)
s với s ≤ 1 cho trường hợp p là số nguyên tố lẻ. Chú ý rằng phương pháp

này của chúng tôi có thể sử dụng cho trường hợp p = 2 với một ít sửa đổi về bậc.

Ngoài phần mở đầu, phần kết luận và tài liệu tham khảo, luận án được chia làm 3

chương.

Trong Chương 1 chúng tôi trình bày các kiến thức cơ bản cần thiết cho phần chính

của luận án, bao gồm đại số Steenrod, đồng cấu Lannes-Zarati, phức dây chuyền

Singer-Hưng-Sum, đại số Lambda và đại số Dyer-Lashof và dãy phổ.

Các kết quả mới của luận án được trình bày trong Chương 2 và Chương 3.

Trong Chương 2 chúng tôi nghiên cứu biểu diễn mức độ dây chuyền của đối

ngẫu của ϕMs trên phức dây chuyền của Singer-Hưng-Sum và biểu diễn ở mức độ

dây chuyền của đồng cấu Lannes-Zarati ϕMs trên phức Λ⊗M#.

Với A -môđun M bất kỳ, đặt Γ+M = {(Γ+M)s}s≥0 là phức được xây dựng bởi

Singer [56] cho trường hợp p = 2 và bởi Hưng-Sum [33] cho trường hợp p lẻ và để

cho thuận tiện chúng tôi gọi phức Γ+M là phức dây chuyền Singer-Hưng-Sum. Trong

đó, Hưng-Sum đã chỉ ra Γ+M là phức thích hợp để tính đối đồng điều của đại số

Steenrod. Khi M là môđun không ổn định, chúng tôi chỉ ra rằng RsM chứa trong

(Γ+M)s (xem trong Mệnh đề 2.1.2). Hơn nữa (sai khác nhau về dấu) phép nhúng

chính tắc RsM ↪→ (Γ+M)s là biểu diễn ở mức độ dây chuyền của đối ngẫu (tuyến

tính) của ϕMs , ký hiệu (ϕ̃Ms )#, kết quả này được đề cập trong định lý sau.

Định lý 2.2.1.(Chơn-Như [17, Định lý 3.1]) Với A -môđun M bất kỳ, đồng cấu

(ϕ̃Ms )# : RsM // (Γ+M)s được cho bởi

γ 7→ (−1)
(s−2)(s−1)

2 γ

là đơn cấu và là biểu diễn ở mức độ dây chuyền của đối ngẫu của đồng cấu Lannes-

Zarati (ϕMs )#.
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Định lý này là phiên bản tổng quát của Định lý 1.3 trong [34] cho trường hợp p lẻ.

Với M = Fp, Zarati [74] đã chỉ ra rằng RsFp ∼= B[s], với B[s] là ảnh của ánh xạ

hạn chế từ đối đồng điều của nhóm đối xứng Σpn đến đối đồng điều của p-nhóm abel

sơ cấp. Vì thế, (sai khác nhau về dấu) phép nhúng chính tắc B[s] ↪→ Γ+
s = (Γ+Fp)s

là biểu diễn ở mức độ dây chuyền của (ϕ
Fp
s )#, kết quả này được thể hiện trong hệ quả

sau.

Hệ quả 2.2.3.(Chơn-Như [17, Hệ quả 3.3]) Đồng cấu (ϕ̃
Fp
s )# : B[s] // Γ+

s được

cho bởi

γ 7→ (−1)
(s−2)(s−1)

2 γ

là biểu diễn ở mức độ dây chuyền của đối ngẫu của đồng cấu Lannes-Zarati (ϕ
Fp
s )#.

Năm 1970, Priddy [54] đã chứng minh đại số Lambda Λ đẳng cấu với giải thức

đối Koszul của đại số Steenrod. Đại số Lambda được sử dụng trong luận án này tương

ứng với đại số Lambda được định nghĩa bởi Bousfield và các cộng sự [6] dưới tác

động của phản tự đẳng cấu của các Fp-môđun vi phân. Đại số Dyer-Lashof R là đại

số của các toán tử đồng điều tác động lên đồng điều của không gian vòng lặp vô hạn.

Đại số R đẳng cấu với đại số thương của đại số Λ (xem Curtis [22] và Wellington

[66]).

Cho một A -môđun M , khi đó Λ⊗M# là một phức dây chuyền và vi phân của nó

được cho bởi

d(λ⊗ h) = d(λ)⊗ h+
∑
i−ε≥0

(−1)deg λ+(1−ε) deg hλλεi−1 ⊗ hβ1−εP i,

với λ ∈ Λ và h ∈M#.

Với A -môđun M bất kỳ, Hưng-Sum [33] đã chứng minh được tồn tại một đẳng

cấu của Fp-môđun vi phân νM := {νMs }s≥0 : Γ+M // Λ# ⊗M được cho bởi

νMs (uε11 v
(p−1)i1−ε1
1 · · ·uεss v(p−1)is−εs

s Ss(m))

= (−1)i1+···+is+
∑
`<k ε`εk(λε1i1−1 · · ·λ

εs
is−1)

∗ ⊗m,

ở đây (λε1i1−1 · · ·λ
εs
is−1)

∗ là đối ngẫu của λε1i1−1 · · ·λ
εs
is−1 theo cơ sở chấp nhận được.

Để xây dựng biểu diễn ở mức độ dây chuyền của ϕMs trên đại số Lambda, chúng tôi

mô tả đối ngẫu của RsM trong thuật ngữ của đại số Dyer-Lashof modulo pR. Chúng

tôi chỉ ra rằng (RsM)# được xem như là một A -môđun thương phải của Rs ⊗M#.
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Ở đây, Rs là không gian con của R được sinh bởi tất cả các đơn thức có độ dài s và

A -tác động trênR được cho bởi các quan hệ Nishida [19].

Mệnh đề 2.1.9. Cho một A -môđun không ổn định M , tập hợp tất cả các phần tử

QI ⊗ ` = βεsQi1 · · · βεsQis ⊗ ` với I ∈ I|`| và ` chạy khắp cơ sở thuần nhất của M#

biểu diễn một Fp-cơ sở của (RsM)#.

Ở đây, ký hiệu Qi, βQi là những phần tử sinh của đại số Dyer-Lashof modulo p

R.

Dựa trên mô tả này, chúng tôi thu được biểu diễn ở mức độ dây chuyền của ϕMs
với M là A -môđun không ổn định bất kỳ trong thuật ngữ của đại số Lambda Λ.

Mệnh đề 2.2.5. (Chơn-Như [18, Mệnh đề 3.7]) Cho M là A -môđun không ổn định

bất kỳ, đồng cấu

ϕ̃Ms : Λs ⊗M# // (RsM)#

được cho bởi

λI ⊗ ` 7→ (−1)
(s−1)(s−2)

2 [QI ⊗ `]

là biểu diễn ở mức độ dây chuyền của đồng cấu Lannes-Zarati modulo p ϕMs .

Cuối cùng, với một số điều chỉnh thích hợp chúng tôi đã thu được những kết quả

tương ứng với Mệnh đề 2.1.9 và Mệnh đề 2.2.5 khi p = 2 như sau.

Mệnh đề 2.5.1. Cho một A -môđun không ổn định M , tập hợp tất cả các phần tử

QI ⊗ ` với ` chạy khắp một cơ sở thuần nhất của M#, I là chấp nhận được và

e(I) ≥ |`|, biểu diễn một F2-cơ sở của (RsM)#.

Mệnh đề 2.5.2. (Chơn-Như [18, Mệnh đề 6.2]) Cho một A -môđun không ổn định M ,

đồng cấu ϕ̃Ms : Λs ⊗M# // (RsM)# được cho bởi

λI ⊗ ` 7→ [QI ⊗ `]

là một biểu diễn ở mức độ dây chuyền của đồng cấu Lannes-Zarati modulo 2 ϕMs .

Trong Chương 3, chúng tôi trình bày các kết quả thu được khi nghiên cứu đồng

cấu Lannes-Zarati modulo p trên Fp và M = H̃∗(BZ/p) , kể cả trường hợp p = 2.

Sử dụng những kết quả về biểu diễn dây chuyền của đồng cấu Lannes-Zarati mod-

ulo p với p lẻ đã được xây dựng ở Chương 2, chúng tôi thu được các định lý sau.

Định lý 3.1.1. (Chơn-Như [17, Định lý 4.1]) Đồng cấu Lannes-Zarati modulo p hạng

1

ϕ
Fp
1 : Ext1,1+t

A
(Fp,Fp) //Ann(B[1]#)t
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là một đẳng cấu.

Kết quả này tương tự với trường hợp p = 2 đã được chứng minh bởi Lannes and

Zarati [72]. Hơn nữa, dáng điệu của ϕFp
2 được cho bởi định lý sau.

Định lý 3.1.2.(Chơn-Như [17, Định lý 4.2]) Đồng cấu Lannes-Zarati modulo p hạng

2

ϕ
Fp
2 : Ext2,2+t

A
(Fp,Fp) //Ann(B[2]#)t

chỉ không tầm thường tại các phần tử có gốc t = 0 và t = 2(p− 1)pi+1 − 2, i ≥ 0.

Trường hợp p = 2, theo kết quả của Lannes and Zarati [72], ϕFp
2 là toàn cấu. Với

p lẻ, trong [66], Wellington đã chứng minh được Ann(R2) không tầm thường tại các

phần tử có gốc t = 0, t = 2(p−1)pi+1−2 (i ≥ 0) và t = 2(p−1)p(pi+ · · ·+1) (i >

0), kết hợp với khẳng định của Định lý 3.1.2, suy ra ϕFp
2 không phải là toàn cấu. Như

vậy, dáng điệu của đồng cấu Lannes-Zarati hạng 2 của trường hợp p lẻ khác với trường

hợp p = 2.

Theo những kết quả trên, tương tự như trường hợp p = 2, ta thấy ánh xạ ϕFp
s với

s ≤ 2 chỉ không tầm thường tại các phần tử có gốc dương tương ứng với những phần

tử bất biến Hopf bằng 1 và những phần tử bất biến Kervaire bằng 1. Sự kiện này khẳng

định một lần nữa có mối liên hệ mật thiết giữa đồng cấu Lannes-Zarati modulo p và

ánh xạ Hurewicz cũng như các giả thuyết về các lớp mặt cầu.

Sử dụng các kết quả về toán tử lũy thừa P0 kết hợp với phương pháp dùng đại số

Lambda Λ để khảo sát đồng cấu Lannes-Zarati modulo p ta thu được định lý sau đây.

Định lý 3.1.4.(Chơn-Như [18, Định lý 5.1]) Đồng cấu Lannes-Zarati modulo p hạng

3

ϕ
Fp
3 : Ext3,3+t

A
(Fp,Fp) // (Fp ⊗A R3Fp)#

t

là một đơn cấu với t = 0 và bị triệt tiêu tại tất cả các phần tử có gốc t dương.

Từ các kết quả này, chúng tôi nhận thấy trong trường hợp p lẻ dáng điệu của đồng

cấu Lannes-Zarati modulo p ϕMs với s > 2 tương tự như trường hợp p = 2.

Dựa vào các giả thuyết về các lớp cầu của Wellington [66] và Giả thuyết 1.2 trong

[34], chúng tôi đưa ra giả thuyết.

Giả thuyết 1. Cho A -môđun không ổn định M , đồng cấu Lannes-Zarati modulo p

ϕMs : Exts,s+t
A

(M,Fp) // (Fp ⊗A RsM)#
t
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là tầm thường tại tất cả các phần tử có gốc t dương với s > 2.

Trường hợp p = 2, giả thuyết này đã được xác nhận cho M = F2 với 3 ≤ s ≤ 5

bởi Hưng và các cộng sự (xem [30], [25], [27], [32]) và cho M = H̃∗(BZ/2) với

3 ≤ s ≤ 4 bởi Hưng-Tuấn [34]. Trường hợp p lẻ và M = Fp, Định lý 3.1.4 đã chỉ ra

giả thuyết này đúng với s = 3. Những kết quả trên đây đã thôi thúc chúng tôi nghiên

cứu dáng điệu của ϕH̃
∗(BZ/p)

s .

Để thực hiện việc này chúng tôi đã tiến hành xây dựng một dãy phổ là một mở

rộng của dãy phổ đã được dùng trong Cohen-Lin-Mahowld [20], Lin [39] và Chen

[11] để tính Exts
A

(H̃∗(BZ/p),Fp) , với s = 0, 1 và thu được các kết quả sau đây.

Định lý 3.2.2 (Chơn-Như [18, Định lý 5.3], Crossley [21, Định lý 1.1]). Nhóm mở

rộng Ext0,t
A

(H̃∗(BZ/p),Fp) có một Fp-cơ sở bao gồm tất cả các phần tử

1. ĥi ∈ Ext0,2(p−1)pi−1
A

(H̃∗(BZ/p),Fp), i ≥ 0;

2. ĥi(k) ∈ Ext0,2kpi−1
A

(H̃∗(BZ/p),Fp), i ≥ 0, 1 ≤ k < p− 1.

Nhóm Ext1,1+t
A

(H̃∗(BZ/p),Fp) được cho bởi định lý sau đây.

Định lý 3.2.5.(Chơn-Như [18, Định lý 5.4]) Nhóm mở rộng Ext1,1+t
A

(H̃∗(BZ/p),Fp)
có một Fp-cơ sở bao gồm tất cả các phần tử được cho bởi danh sách sau đây

1. α0ĥi ∈ Ext1,2(p−1)pi

A
(H̃∗(BZ/p),Fp), i ≥ 1;

2. α0ĥi(k) ∈ Ext1,2kpi

A
(H̃∗(BZ/p),Fp), i ≥ 1, 1 ≤ k < p− 1;

3. α̂(`) ∈ Ext1,2(p+`)+2
A

(H̃∗(BZ/p),Fp), 0 ≤ ` < p− 2;

4. hiĥi(1) ∈ Ext1,2(p−1)pi+2pi−1
A

(H̃∗(BZ/p),Fp), i ≥ 0;

5. hiĥj ∈ Ext1,2(p−1)(pi+pj)−1
A

(H̃∗(BZ/p),Fp), i, j ≥ 0, j 6= i, i+ 1;

6. hiĥj(k) ∈ Ext1,2(p−1)pi+2kpi−1
A

(H̃∗(BZ/p),Fp), i, j ≥ 0, j 6= i, i + 1, 1 ≤ k <

p− 1;

7. d̂i(k) ∈ Ext1,2(p−1)(pi+pi−1)+2kpi−1
A

(H̃∗(BZ/p),Fp), i ≥ 1, 1 ≤ k ≤ p− 1;

8. k̂i(k) ∈ Ext1,2(k+1)pi+1−1
A

(H̃∗(BZ/p),Fp), i ≥ 0, 1 ≤ k < p− 1;

9. p̂i(k) ∈ Ext1,2(p−1)(pi+pi+1)+2(k+1)pi−1
A

(H̃∗(BZ/p),Fp), i ≥ 0, 1 ≤ k < p− 1.
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Sử dụng Mệnh đề 2.2.5 và các Định lý 3.2.2, 3.2.5 để nghiên cứu nhân và ảnh của

ϕ
H̃∗(BZ/p)
s , ta thu được kết quả dưới đây.

Định lý 3.3.1.(Chơn-Như [18, Định lý 5.6]) Đồng cấu Lannes-Zarati modulo p hạng

0

ϕ
H̃∗(BZ/p)
0 : Ext0,t

A
(H̃∗(BZ/p),Fp) // (Fp ⊗A R0H̃

∗(BZ/p))#
t

là một đẳng cấu.

Kết quả này tương tự cho trường hợp p = 2 do Hưng - Tuấn công bố trong [34].

Định lý 3.3.2.(Chơn-Như [18, Định lý 5.7]) Đồng cấu Lannes-Zarati modulo p hạng

1

ϕ
H̃∗(BZ/p)
1 : Ext1,1+t

A
(H̃∗(BZ/p),Fp) // (Fp ⊗A R1H̃

∗(BZ/p))#
t

được xác định bởi

1. hiĥi(1) 7→
[
βQpiab[pi−1]

]
với i ≥ 0;

2. hiĥj 7→
[
βQpiab[(p−1)pj−1]

]
với 0 ≤ j < i;

3. hiĥj(k) 7→
[
βQpiab[kpj−1]

]
với 0 ≤ j < i, 1 ≤ k < p− 1;

4. k̂i(k) 7→ (P0)i
([
βQk+1ab[k]

])
, i ≥ 0, 1 ≤ k < p− 1;

5. Những phần tử còn lại 7→ 0.

Ở đây, ký hiệu aεb[t] là phần tử sinh của H̃2t+ε(BZ/p) xem như Fp-không gian

véctơ.

Hệ quả 3.3.3. (Chơn-Như [18, Hệ quả 5.8]) Đồng cấu Lannes-Zarati modulo p hạng

1 ϕH̃
∗(BZ/p)

1 không phải là toàn cấu.

Kết quả này tương tự trường hợp p = 2 (xem Chú ý 3.4.4).

Phương pháp tiếp cận của chúng tôi cũng có giá trị cho trường hợp p = 2 với

những thay đổi thích hợp. Do đó, bằng cách sử dụng phương pháp này ta có thể kiểm

tra lại các kết quả của Lannes-Zarati [72], Hưng và các cộng sự [30], [25], [27], [32]

[34] với các tính toán đơn giản hơn (xem Mục 3.4).
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Hơn nữa, từ các kết quả của Chen [12] về các phần tử không phân tích được trong

Ext6,6+t
A (F2,F2) với 0 ≤ t ≤ 114, chúng tôi khảo sát dáng điệu của đồng cấu Lannes-

Zarati hạng 6 ϕF2
6 trên các phần tử này và thu được kết quả sau.

Định lý 3.4.2.(Như [50, Định lý 1.1]) Đồng cấu Lannes-Zarati modulo 2 hạng 6

ϕF2
6 : Ext6,6+t

A
(F2,F2) //Ann((R6M)#)t

tầm thường trên những phần tử không phân tích được trong Ext6,6+t
A (F2,F2) với 0 ≤

t ≤ 114.

Trong Mục 3.2 Chương 3, chúng tôi xây dựng một dãy phổ và sử dụng nó để chứng

minh các Định lý 3.2.2 và Định lý 3.2.5. Dãy phổ này được xem là phiên bản tổng

quát của dãy phổ đươc sử dụng trong Cohen-Lin-Mahowld [20], Lin [39] and Chen

[11] cho trường hợp p lẻ.
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Chương 1

Kiến thức chuẩn bị

Trong chương này, chúng tôi sẽ khái quát những kiến thức liên quan cần thiết

cho các chương tiếp theo của luận án. Các nội dung được trình bày bao gồm đại

số Steenrod, môđun trên đại số Steenrod, đồng cấu Lannes-Zarati, phức dây chuyền

Singer-Hưng-Sum, đại số Lambda và đại số Dyer-Lashof.

1.1. Đại số Steenrod

Trong mục này, chúng tôi trình bày sơ lược về đại số Steenrod và một số tính chất

cơ bản sẽ được sử dụng ở phần sau.

Vào năm 1947, Steenrod [61] đã định nghĩa

Định nghĩa 1.1.1. ChoX là không gian tôpô. Các toán tử đối đồng điều tác động một

cách tự nhiên trên đối đồng điều của không gian tôpô X

Sqi : Hn(X,F2)→ Hn+i(X,F2),

được gọi là toán tử Steenrod với ∀i ≥ 0, n ≥ 0.

Các toán tử này giao hoán với phép treo nên chúng được gọi là toán tử đối đồng

điều ổn định.

Các toán tử Steenrod được nghiên cứu bởi Cartan [68], Adem [3], Serre [73],

Milnor [47].

Năm 1950, Cartan [68] đã chứng minh rằng với mọi x, y ∈ H∗(X),

Sqn(xy) =
n∑
i=1

Sqi(x)Sqn−i(y),
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trong đó, xy là tích cup trong vành Hn(X,F2) và người ta lấy tên ông để đặt tên cho

công thức này.

Năm 1952, Steenrod [60] tiếp tục xây dựng các toán tử Steenrod trên trường Fp
với p là số nguyên tố lẻ.

Định nghĩa 1.1.2. ChoX là không gian tôpô. Các toán tử đối đồng điều tác động một

cách tự nhiên trên đối đồng điều của không gian tôpô X

P i : Hn(X,Fp)→ Hn+i(X,Fp),

được gọi là lũy thừa Steenrod với ∀i ≥ 0, n ≥ 0.

Cùng năm đó, Adem [3] đã chứng minh được rằng tất cả các quan hệ trong đại số

Steenrod đều được sinh ra từ tập các quan hệ

SqaSqb =

[a/2]∑
i=0

 b− i− 1

a− 2i

Sqa+b−iSqi, (1.1)

với a < 2b (trường hợp p = 2) và

P iP j =

[i/p]∑
t=0

(−1)i+t

 (p− 1)(j − t)− 1

i− pt

P i+j−tP t, (1.2)

với i < pj,

P iβP j =

[i/p]∑
t=0

(−1)i+t

 (p− 1)(j − t)
i− pt

 βP i+j−tP t

−
[i−1/p]∑
t=0

(−1)i−1+t

 (p− 1)(j − t)− 1

i− pt− 1

P i+j−tβP t, (1.3)

với i ≤ pj (trường hợp p lẻ), trong đó hệ số nhị thức lấy theo modulo p; Ký hiệu [x]

là phần nguyên của x, là số nguyên lớn nhất không vượt quá x.

Ở đây, toán tử Bockstein β là đồng cấu nối sinh ra từ dãy khớp các hệ số

0→ Z/p→ Z/p2 → Z/p→ 0,

nghĩa là β : Hn(X,Z/p)→ Hn+1(X,Z/p) và β có các đặc trưng sau

i) β2 = 0.
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ii) β(xy) = (βx)y + (−1)deg xx(βy).

Các quan hệ này được gọi là quan hệ Adem. Sau đó, Milnor [47] đã nghiên cứu

một cách sâu sắc cấu trúc của đại số. Ông đã chứng minh rằng đại số là đại số Hopf

phân bậc, có bổ sung, đối giao hoán và liên thông.

Từ các kết quả trên, một cách thuần túy đại số, ta định nghĩa đại số sinh bởi các

toán tử Steenrod (được gọi là đại số Steenrod) như sau.

Định nghĩa 1.1.3. Đại số Steenrod A là một Fp-đại số phân bậc, kết hợp, có đơn vị

trên trường Fp sinh bởi các phần tử Sqi bậc i ≥ 0, thỏa mãn Sq0 = 1 và quan hệ

Adem (1.1) (cho p = 2); sinh bởi các phần tử P i, i ≥ 0 bậc 2(p− 1)i và β bậc 1, thỏa

mãn P 0 = 1, β2 = 0 và các quan hệ Adem (1.2), (1.3) (cho p lẻ).

Cho I = (ε0, i1, ε1, · · · , is, εs), εi = 0, 1, ij ≥ 0, (trường hợp p = 2 ta xem như

εk = 0, ∀k). Trong đại số Steenrod A , một đơn thức độ dài s có dạng

SqI = Sqi1Sqi2 · · ·Sqis với p = 2,

P I = βε0P i1βε1P i2 · · · βεs−1P isβεs với p lẻ.

Đơn thức P I được gọi là chấp nhận được nếu ij ≥ pij+1 + εj, j ≥ 1. Bậc của đơn

thức P I , ký hiệu deg(P I), được định nghĩa bởi

deg(P I) = 2(p− 1)(i1 + i2 + · · ·+ is) + (ε0 + · · ·+ εs).

Mệnh đề 1.1.4. (Xem Steenrod-Epstein [61]). Tập hợp tất cả các đơn thức chấp nhận

được là một cơ sở của đại số Steenrod A , xem như là không gian véctơ phân bậc trên

Fp.

Cơ sở được đề cập trong mệnh đề này được gọi là cơ sở chấp nhận được.

Mệnh đề 1.1.5. (Xem Steenrod-Epstein [61]). Với mọi i ≥ 0, các toán tử P k không

phân tích được khi và chỉ khi k là lũy thừa của p. Khi đó, tập hợp

{Sq2i|i ≥ 0} với p = 2 và {P pi|i ≥ 0} ∪ {β} với p lẻ,

là tập sinh đại số của A .
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Theo Milnor [47], đại số Steenrod A là đại số Hopf, phân bậc, liên thông, đối giao

hoán, có kiểu hữu hạn và có bổ sung trong đó đối tích trên các phần tử sinh được cho

bởi

ψ∗(β) = 1⊗ β + β ⊗ 1 vàψ∗(P n) =
∑
i+j=n

P i ⊗ P j.

Đối đơn vị ε : A → Fp thỏa mãn

(ε⊗ 1)ψ∗(β) = β,

(ε⊗ 1)ψ∗(P n) = P n.

Hơn nữa, Milnor [47] đã chứng minh được đối ngẫu của A , ký hiệu A∗, được cho bởi

A∗ = Fp[ξ1, ..., ξn, ...], p = 2;

A∗ = Fp[ξ1, ..., ξn, ...]⊗ E(τ0, τ1, ..., τn, ...), p lẻ,

trong đó, Fp[ξ1, ..., ξn, ...] là đại số đa thức sinh bởi các ξi và E(τ0, τ1, ..., τn, ...) là

đại số ngoài được sinh bởi các τi. Ở đây, ký hiệu ξi = (P pi−1

...P 1)∗, i ≥ 1, |ξi| =

2(pi − 1), |ξ0| = 1; τi = (P pi−1

...P 1β)∗, |τi| = 2pi − 1, τ0 = (β)∗ tương ứng với cơ

sở chấp nhận được.

Khi đó ta có mệnh đề sau.

Mệnh đề 1.1.6. (Xem Steenrod-Epstein [61]). A∗ cũng là một đại số Hopf và có một

cơ sở gồm các đơn thức có dạng τ ε00 ξ
r1
1 τ

ε1
1 ξ

r2
2 · · · trong đó εi = 0 hoặc 1.

1.2. Môđun trên đại số Steenrod

ĐặtM là phạm trù của các A -môđun trái phân bậc và A -ánh xạ tuyến tính bậc 0.

Định nghĩa 1.2.1. Một A -môđun M được gọi là không ổn định nếu với mọi phần tử

x ∈M,

• Sqix = 0 với deg(x) < i nếu p = 2.

• βεP i(x) = 0 với bất cứ deg(x) < 2i+ ε, ε = 0, 1 nếu p > 2.

Phạm trù của tất cả các A -môđun không ổn định được ký hiệu bởi U .

Định nghĩa 1.2.2. Cho một A -môđun M , treo thứ s của M , ký hiệu ΣsM , được định

nghĩa bởi (ΣsM)n = Mn−s. Tác động của đại số Steenrod lên
∑s

M được cho bởi

θ(Σsm) = (−1)sdeg θΣs(θm) với mọi m ∈M và θ ∈ A .
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1.3. Đồng cấu Lannes-Zarati

Hàm tử bất ổn định hóa D : M → U là phụ hợp trái của phép nhúng U //M.

Hàm tử này được mô tả một cách chi tiết như sau:

D(M) := M/EM,

trong đó EM := SpanFp{βεP ix : ε + 2i > deg(x), x ∈ M}. Do các quan hệ Adem,

EM là một A -môđun con của M . Đặc biệt, nếu M là một không gian véctơ phân

bậc, được xem như một A -môđun với tác động tầm thường thì EM là không gian con

sinh bởi những phần tử có bậc âm. Do đó, D(M) có thể được đồng nhất với A -môđun

con của M bao gồm tất cả những phần tử bậc không âm.

Với A -môđun tùy ý M , phép chiếu M // Fp ⊗A M cảm sinh một A -đồng cấu

D(M) //D(Fp ⊗A M). Do đó, tồn tại một A -đồng cấu D(M) // Fp ⊗A M là hợp

nối của các đồng cấu sau

D(M) D(Fp ⊗A M)// D(Fp ⊗A M) Fp ⊗A M.� � //

Đồng cấu này cảm sinh các ánh xạ tương ứng giữa các hàm tử dẫn xuất

iMs : Ds(M) // TorA

s,t(Fp,M).

Ánh xạ tự nhiên iMs đã mở ra cơ hội hiểu biết về đồng điều của đại số Steenrod thông

qua những kiến thức về các hàm tử dẫn xuất của hàm tử bất ổn định hóa. Tuy nhiên,

trong trường hợp tổng quát việc tính toán Ds là rất khó, ngoại trừ trường hợp tính trên

môđun của Σ1−sM với M là không ổn định. Trong trường hợp này, Lannes và Zarati

[72], [74] đã chỉ ra rằng Ds có thể được mô tả theo thuật ngữ của hàm tử Singer Rs

(xem mục 2.1).

Chúng tôi tóm tắt những kết quả của Lannes và Zarati. Đặt Es là một Fp-không

gian véctơ s chiều. Chúng ta biết rằng đối đồng điều modulo p của không gian BEs
được cho bởi

Ps := H∗BEs = E(x1, . . . , xs)⊗ Fp[y1, . . . , ys],

trong đó (x1, . . . , xs) là một cơ sở của H1BEs = Hom(Es,Fp) và yi = β(xi) với

1 ≤ i ≤ s trong đó β là toán tử Bockstein. Ký hiệu E(x1, . . . , xs) và Fp[y1, . . . , ys]

lần lượt là đại số ngoài và đại số đa thức trên Fp được sinh bởi các biến x1, . . . , xs bậc

1 và y1, . . . , ys bậc 2.
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Định nghĩa α1(M) : Dr(Σ
−1M) // Dr−1(P1 ⊗M) là đồng cấu nối của hàm tử

D(−) liên kết với dãy khớp ngắn

0→ P1 ⊗M → P̂ ⊗M → Σ−1M → 0,

trong đó P̂ là A -môđun mở rộng của P1 bằng cách thêm một phần tử sinh x1y
−1
1 bậc

−1. Tác động của A trên P̂ được cho bởi công thức P n(x1y
−1
1 ) = (−1

n )x1y
n(p−1)−1
1 =

(−1)nx1y
n(p−1)−1
1 và β(x1y

−1
1 ) = 1 và A tác động trên P1 theo cách thông thường.

Khi đó, P1 là một môđun con của A -môđun P̂ .

Đặt

αs(M) := α1(Ps−1 ⊗M) ◦ · · · ◦ α1( Σ−(s−1)M),

suy ra αs(M) là một A -ánh xạ tuyến tính từ Dr(Σ
−sM) đến Dr−s(Ps⊗M). Đặc biệt,

khi r = s, ta thu được ánh xạ αs(M) : Ds(Σ
−sM) // D0(Ps ⊗M).

Mặt khác, với A -môđun không ổn định M bất kỳ, xây dựng Singer RsM (xem

định nghĩa trong Mục 2.1 ở của Chương 2) là A -môđun con của Ps ⊗M . Lannes và

Zarati [72] với p = 2 và Zarati [74] với p lẻ đã chỉ ra rằng ảnh của αs(ΣM) chứa

trong ΣRsM ⊂ D0(Ps ⊗ ΣM) ∼= Ps ⊗ ΣM . Cụ thể, ta có định lý sau đây.

Định lý 1.3.1 (Xem Zarati [74, Định lý 2.5]). Cho A -môđun không ổn định M bất

kỳ, đồng cấu αs(ΣM) : Ds(Σ
1−sM) → ΣRsM là một đẳng cấu của các A -môđun

không ổn định.

Dựa vào các kết quả trên, với A -môđun không ổn định M bất kỳ và với s ≥ 0 tồn

tại một đồng cấu (ϕ̄Ms )# sao cho biểu đồ sau đây giao hoán:

Ds(Σ
1−sM) ΣRsM

αs(ΣM)
//Ds(Σ

1−sM)

TorA

s (Fp,Σ1−sM).

iΣ
1−sM

s

��

ΣRsM

TorA

s (Fp,Σ1−sM).

(ϕ̄Ms )#

xx

ΣRsM ΣPs ⊗M� � //

(1.4)

Vì đại số Steenrod A tác động một cách tầm thường lên TorA

s,t(Fp,Σ1−sM) nên

(ϕ̄Ms )# phân tích được trên Fp ⊗A ΣRsM . Do đó, sau khi treo bậc −1, ta thu được

định nghĩa sau.

Định nghĩa 1.3.2. Với A -môđun không ổn định M bất kỳ và với mọi số nguyên

s ≥ 0. Khi đó, đồng cấu

(ϕMs )# : (Fp ⊗A RsM)t → TorA

s,t(Fp,Σ−sM) ∼= TorA

s,s+t(Fp,M). (1.5)

được gọi là đối ngẫu của đồng cấu Lannes-Zarati modulo p.
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Lấy đối ngẫu (như không gian véctơ) của đồng cấu trên ta nhận được định nghĩa

sau.

Định nghĩa 1.3.3. Với A -môđun không ổn định M bất kỳ và với mọi số nguyên

s ≥ 0. Khi đó, đồng cấu

ϕMs : Exts,s+t
A

(M,Fp) // (Fp ⊗A RsM)#
t
∼= Ann((RsM)#)t, (1.6)

được gọi là đồng cấu Lannes-Zarati modulo p.

1.4. Phức dây chuyền Singer-Hưng-Sum

Cho Es là một Fp-không gian véctơ s chiều. Đối đồng điều modulo p của không

gian phân loại BEs được cho bởi

Ps := H∗BEs = E(x1, . . . , xs)⊗ Fp[y1, . . . , ys].

Ký hiệu, GLs := GL(Es) là nhóm tuyến tính tổng quát. Nhóm GLs tác động trên

Es, do đó, nó tác động lên H∗BEs được cho bởi công thức sau đây

(aij)ys =
∑
i

aisyi, (aij)xs =
∑
i

aisxi, (aij) ∈ GLs.

Đại số của tất cả các bất biến của H∗BEs dưới những tác động của GLs được tính

bởi Dickson [23] và Mùi [49]. Chúng tôi tóm tắt ngắn gọn các kết quả của Dickson

và Mùi như sau.

Cho bộ các số nguyên không âm (r1, . . . , rs) bất kỳ, đặt [r1, . . . , rs] := det(yp
rj

i )

và định nghĩa

Ls,i := [0, . . . , î, . . . , s]; Ls := Ls,s; qs,i := Ls,i/Ls,

với bất kỳ 1 ≤ i ≤ s.

Đặc biệt, qs,s = 1 và qui ước qs,i = 0 với i < 0. Bậc của qs,i là 2(ps − pi). Định

nghĩa

Vs := Vs(y1, . . . , ys) :=
∏
λj∈Fp

(λ1y1 + · · ·+ λs−1ys−1 + ys).

Một cách khác, Vs = Ls/Ls−1. Khi đó, qs,i có thể được mô tả một cách qui nạp

bởi công thức

qs,i = qps−1,i−1 + qs−1,iV
p−1
s . (1.7)
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Cho các số nguyên không âm k, rk+1, . . . , rs, định nghĩa

[k; rk+1, . . . , rs] :=
1

k!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 · · · xs

· · · · ·
x1 · · · xs

yp
rk+1

1 · · · yp
rk+1

s

· · · · ·
yp

rs

1 · · · yp
rs

s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Với 0 ≤ i1 < · · · < ik ≤ s− 1, định nghĩa

Ms;i1,...,ik := [k; 0, . . . , î1, . . . , îk, . . . , s− 1],

Rs;i1,...,ik := Ms;i1,...,ikL
p−2
s .

Từ kết quả của Mùi [49], Ms;i có thể được mô tả một cách qui nạp bởi công thức

Ms;i = Ms−1;iVs + qs−1,iMs,s−1.

Không gian con của tất cả các bất biến của H∗BEs dưới tác động của GLs được

cho bởi định lý sau đây.

Định lý 1.4.1 (Dickson [23], Mùi [49]).

1. Không gian con của tất cả các bất biến dưới tác động củaGLs của Fp[y1, . . . , ys]

được cho bởi

D[s] := Fp[y1, . . . , ys]
GLs = Fp[qs,0, . . . , qs,s−1].

2. Như là một D[s]-môđun, (H∗BEs)
GLs là tự do và có một cơ sở bao gồm 1 và

tất cả các phần tử có dạng Rs;i1,...,ik : 1 ≤ k ≤ s, 0 ≤ i1 < · · · < ik ≤ s− 1.

3. Các quan hệ đại số được cho bởi

R2
s;i = 0,

Rs;i1 · · ·Rs;ik = (−1)k(k−1)/2Rs;i1,...,ikq
k−1
s,0 ,

với 0 ≤ i1 < · · · < ik < s.
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Gọi Φs := H∗BEs[L
−1
s ] là địa phương hóa của H∗BEs bằng cách làm khả nghịch

Ls. Chú ý rằng Ls là tích của tất cả các dạng tuyến tính khác 0 của y1, . . . , ys. Vì thế,

làm khả nghịch Ls tương đương với việc làm khả nghịch tất cả các dạng tuyến tính

đó. Tác động của GLs trên H∗BEs được thác triển thành tác động của GLs lên Φs.

Đặt

∆s := ΦTs
s , Γs := ΦGLs

s ,

trong đó, Ts là nhóm con của GLs gồm tất cả các ma trận tam giác trên với các phần

tử trên đường chéo chính là 1.

Đặt ui := Mi;i−1/Li−1 và vi := Vi/qi−1,0, khi đó |ui| = 1 và |vi| = 2. Hưng-Sum

[33] đã chỉ ra rằng

∆s = E(u1, . . . , us)⊗ Fp[v±1
1 , . . . , v±1

s ],

Γs = E(Rs;0, . . . , Rs;s−1)⊗ Fp[q±1
s,0 , qs,1, . . . , qs,s−1];

và các quan hệ sau đây

qs,i = qps−1,i−1 + qp−1
s−1,0qs−1,iv

p−1
s ,

Rs;i = qp−1
s−1,0(Rs−1;iv

p−1
s + qs−1,iusv

(p−1)−1
s ).

(1.8)

Kết hợp những công thức này và khẳng định (3) của Định lý 1.4.1, ta nhận được

công thức dưới đây

Rs;i,j

= −qp−2
s−1,0

[
Rs−1;iRs−1;jv

p−1
s + (Rs−1;iqs−1,j −Rs−1;jqs−1,i)usv

(p−1)−1
s

]
.

(1.9)

Hưng-Sum [33] đã định nghĩa ∆+
s và Γ+

s như sau

Với s ≥ 1, ∆+
s là không gian con của ∆s được sinh bởi tất cả các đơn thức có dạng

uε11 v
(p−1)i1−ε1
1 · · ·uεss v(p−1)is−εs

s , εi ∈ {0, 1}, 1 ≤ ij ≤ s, i1 ≥ ε1.

Đặt Γ+
s := Γs ∩ ∆+

s và Γ+ := {Γ+
s }s≥0. Khi đó, Γ+ là một Fp-môđun vi phân

phân bậc với vi phân được cảm sinh bởi

∂(uε11 v
i1
1 · · ·uεss viss )

=

 (−1)ε1+···+εs−1uε11 v
i1
1 · · ·u

εs−1

s−1 v
is−1

s−1 , εs = −is = 1;

0, các trường hợp khác,

(1.10)
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trong đó Γ+
0 = Fp.

Với A -môđun M , định nghĩa lũy thừa toàn thể ổn định Ss(x1, y1, . . . , xs, ys;m)

với m ∈M như sau (xem Hưng-Sum [33])

Ss(x1, y1, . . . , xs, ys;m)

:=
∑

εj = 0, 1,
ij ≥ 0

(−1)ε1+i1+···+εs+isuεss · · ·uε11 v
−(p−1)i1−ε1
1 · · · v−(p−1)is−εs

s

⊗ (βε1P i1 · · · βεsP is)(m). (1.11)

Để thuận tiện đặt Ss(m) := Ss(x1, y1, . . . , xs, ys;m) và Ss(M) := {Ss(m) : m ∈
M} ⊂ ∆s ⊗M .

Khi đó, Hưng-Sum đã định nghĩa

Định nghĩa 1.4.2. Với A -môđunM , đặt Γ+M := {(Γ+M)s}s≥0, trong đó (Γ+M)0 :=

M và (Γ+M)s := Γ+
s Ss(M) = {vSs(m) : v ∈ Γ+

s ,m ∈ M}, là một Fp-môđun vi

phân và Γ+M là một phức dây chuyền.

Để dễ nhớ chúng tôi gọi phức dây chuyền này là phức dây chuyền Singer-Hưng-

Sum.

Từ (1.11) với m ∈ M bất kỳ, Ss(m) =
∑

I αIv
I ⊗mI , ở đây vI ∈ ∆s,mI ∈ M

và αI ∈ Fp, với bất kỳ v ∈ Γ+
s ⊂ ∆s, vSs(m) =

∑
I αIvv

I ⊗mI .

Cho v =
∑

ε,` vε,`u
ε
sv

(p−1)`−ε
s ∈ Γ+

s và m ∈ M , ở đây vε,` ∈ Γ+
s−1, vi phân trong

Γ+M được cho bởi

∂(vSs(m)) = (−1)deg v+1
∑
ε,`

(−1)`vε,`Ss−1(β
1−εP `m). (1.12)

Trong [33], Hưng-Sum đã chỉ ra Hs(Γ
+M) ∼= TorA

s (Fp,M) với M là A -môđun

bất kỳ. Do đó, Γ+M là phức thích hợp để tính TorA

s (Fp,M).

Tiếp theo, chúng tôi thảo luận mối quan hệ giữa phức dây chuyền Singer-Hưng-

Sum và giải thức bar.

Để thuận tiện trong những phần sau, chúng tôi nhắc lại giải thức bar và các ký

hiệu của nó. Đặt I(A ) là iđêan bổ sung của đại số A . Giải thức bar hai phía là

B(A ,A ,A ) = A ⊗T (I(A ))⊗A , trong đó T là đại số tensor. Khi đó,B(A ,A ,A )

được sinh bởi các phần tử có dạng a ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ as ⊗ a′, với a, a′ ∈ A và ai ∈
I(A ), 1 ≤ i ≤ s. Những phần tử này có thể được ký hiệu một cách đơn giản là
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a[a1| · · · |as]a′ và được gán song phân bậc (s, t), trong đó s là bậc đồng điều, t là bậc

trong và t := deg(a[a1| · · · |as]a′) = deg a+ deg a1 + · · ·+ deg as+ deg a′. Bậc tổng

là s+ t, được ký hiệu bởi dim(a[a1| · · · |as]a′), nghĩa là

dim(a[a1| · · · |as]a′) = s+ deg a+ deg a1 + · · ·+ deg as + deg a′.

Đặt Bs(A ,A ,A )t là môđun con sinh bởi tất cả các phần tử của song bậc (s, t).

Vi phân của B(A ,A ,A ) được định nghĩa bởi

∂(a[a1| · · · |as]a′) = (−1)e0aa1[a2| · · · |as]a′

+
s−1∑
i−1

(−1)eia[a1| · · · |aiai+1| · · · |as]a′

−(−1)es−1a[a1| · · · |as−1]asa
′,

(1.13)

ở đây, e0 = deg a và ei = dim(a[a1| · · · |ai]).

Cho L là A -môđun trái và R là A -môđun phải, đặt

B(R,A , L) = R⊗A B(A ,A ,A )⊗A L vàB(A ) = B(Fp,A ,Fp).

Khi đó,B(R,A ,A ) là một giải thức củaR sinh bởi A -môđun phải tự do vàB(A ,A , L)

là một giải thức của L sinh bởi A -môđun trái tự do.

Tác động của A trên B(A ,A , L) được cho bởi

θ(a[a1| · · · |as]`) = θa[a1| · · · |as]`,

với θ ∈ A và a[a1| · · · |as]` ∈ B(A ,A , L). Hơn nữa, dễ thấy rằng B(A ) ⊗ L ∼=
B(Fp,A , L) ∼= T (I(A ))⊗ L như là các A -môđun trái.

Định nghĩa ánh xạ ιs : Γ+
s → B(A ) được xác định bởi

ιs(u
ε1
1 v

(p−1)i1−ε1
1 · · ·uεss v(p−1)is−εs

s ) = (−1)ε1+i1+···+εs+is[β1−ε1P i1| · · · |β1−εsP is.

(1.14)

Rõ ràng ιs là đơn cấu.

Với A -môđun M bất kỳ, định nghĩa ánh xạ ιMs : (Γ+M)s → Bs(Fp,A ,M) được

cho bởi

ιMs (vSs(m)) = ιs(v)⊗m = ιs(v)m, (1.15)

với v ∈ Γ+
s và m ∈M .

Khi đó, ta thu được mệnh đề dưới đây.
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Mệnh đề 1.4.3. Ánh xạ ιM = {ιMs }s≥0 là một đơn cấu của Fp-môđun vi phân. Hơn

nữa, ιM cảm sinh một đẳng cấu

H∗(Γ
+M) ∼= TorA

∗ (Fp,M).

Chứng minh. Từ (1.12) và (1.13), ta suy ra ιM là một đơn cấu của Fp-môđun vi phân.

Từ [33, Mệnh đề 4.4], ta dễ thấy (ιM0 )∗ : H0(Γ
+M) −→ TorA

0 (Fp,M) là một

đẳng cấu.

Với A -môđun M bất kỳ, tồn tại một dãy khớp ngắn

0→ N → F
p−→M → 0,

trong đó,F là một A -môđun tự do vàN = Kerp. Theo [33, Mệnh đề 4.7],Hs(Γ
+F ) =

0 với s ≥ 1. Do đó, sử dụng Mệnh đề 4.6 của [33], ta thu đươc biểu đồ giao hoán sau

đây

0 //H1(Γ
+M) //

��

H0(Γ
+N) //

∼=
��

H0(Γ
+F ) //

∼=
��

H0(Γ
+M)

∼=
��

0 // TorA

1 (Fp,M) // TorA

0 (Fp, N) // TorA

0 (Fp, F ) // TorA

0 (Fp,M),

ở đây các hàng là khớp. Theo Bổ đề Năm đồng cấu, rõ ràng (ιM1 )∗ là một đẳng cấu.

Với s > 1 bằng phương pháp quy nạp theo biểu đồ giao hoán sau đây

0 //Hs(Γ
+M)

∼= //

��

Hs−1(Γ
+N) //

∼=
��

0

0 // TorA

s (Fp,M)
∼= // TorA

s−1(Fp, N) // 0,

rõ ràng (ιMs )∗ là một đẳng cấu.

Mệnh đề đã được chứng minh.

1.5. Đại số Lambda và đại số Dyer-Lashof

Đại số Lambda được định nghĩa và nghiên cứu bởi Bousfield và các cộng sự [6],

[7]. Đại số này là một phức thích hợp để tính đối đồng điều của đại số Steenrod. Hơn

nữa, Priddy [54] đã chứng minh đại số Lambda Λ đẳng cấu với giải thức co-Koszul

của đại số Steenrod.

Một cách thuần túy đại số, ta có thể định nghĩa đại số Lambda như sau.
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Định nghĩa 1.5.1. Đại số Lambda Λ là một đại số vi phân phân bậc, kết hợp, có đơn

vị trên Fp được sinh bởi λi−1 (i > 0) có bậc 2i(p − 1) − 1 và µj−1 (j ≥ 0) có bậc

2j(p− 1) thỏa mãn các quan hệ Adem

∑
i+j=n

 i+ j

i

λi−1+pmλj−1+m = 0,

∑
i+j=n

 i+ j

i

 (λi−1+pmµj−1+m − µi−1+pmλj−1+m) = 0,

với mọi m ≥ 1 và n ≥ 0; và

∑
i+j=n

 i+ j

i

λi+pmµj−1+m = 0,

∑
i+j=n

 i+ j

i

µi+pmµj−1+m = 0,

với mọi m ≥ 0 và n ≥ 0.

Vi phân được cho bởi

d(λn−1) =
∑
i+j=n

 i+ j

i

λi−1λj−1,

d(µn−1) =
∑
i+j=n

 i+ j

i

 (λi−1µj−1 − µi−1λj−1),

d(στ) = (−1)deg σσd(τ) + d(σ)τ.

Để thuận tiện, ta ký hiệu λ1
i−1 = λi−1 và λ0

i−1 = µi−1. Đặt Λs là không gian con

của Λ sinh bởi tất cả các đơn thức λε1i1−1 · · ·λ
εs
is−1 có độ dài là s. Do quan hệ Adem, Λs

có một cơ sở cộng tính bao gồm tất cả các đơn thức chấp nhận được (nghĩa là những

đơn thức có dạng λI = λε1i1−1 · · ·λ
εs
is−1 ∈ Λs thỏa pik − εk ≥ ik−1 với 2 ≤ k ≤ s).

Cho một A -môđun M , vi phân của phức Λ⊗M# được cho bởi

d(λ⊗ h) = d(λ)⊗ h+
∑
i−ε≥0

(−1)deg λ+(1−ε) deg hλλεi−1 ⊗ hβ1−εP i, (1.16)

với λ ∈ Λ và h ∈M#.
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Dựa vào các kết quả của Hưng-Sum [33], với A -môđunM bất kỳ tồn tại một đẳng

cấu của Fp-môđun vi phân νM := {νMs }s≥0 : Γ+M // Λ# ⊗M được cho bởi

νMs (uε11 v
(p−1)i1−ε1
1 · · ·uεss v(p−1)is−εs

s Ss(m))

= (−1)i1+···+is+
∑
`<k ε`εk(λε1i1−1 · · ·λ

εs
is−1)

∗ ⊗m,

ở đây (λε1i1−1 · · ·λ
εs
is−1)

∗ là đối ngẫu của λε1i1−1 · · ·λ
εs
is−1 theo cơ sở chấp nhận được.

Cho đơn thức bất kỳ λI = λε1i1−1 · · ·λ
εs
is−1 ∈ Λs, ta định nghĩa trội của λI hoặc của

I là

e(λI) = e(I) = 2i1 − ε1 −
s∑

k=2

2(p− 1)ik +
s∑

k=2

εs.

Khi đó, Curtis [22], Wellington [66] đã đề cập đến một đại số thương quan trọng

của Λ, đó là đại số Dyer-Lashof modulo pR và đại số này được định nghĩa như sau.

Định nghĩa 1.5.2. Đại số Dyer-Lashof modulo pR là đại số thương của đại số Λ trên

iđêan (hai phía) được sinh bởi tất cả các đơn thức có trội âm.

Khi đó, đại số R cũng được biết như là đại số của những toán tử đồng điều tác

động lên đồng điều của không gian vòng lặp vô hạn.

Đặt QI = βε1Qi1 · · · βεsQis là ảnh của λI dưới phép chiếu chính tắc và đặt Rs là

không gian con củaR sinh bởi tất cả các đơn thức có độ dài s, khi đóRs đẳng cấu với

B[s]# như là A -đối đại số (xem mô tả của B[s] trong mục 1.3), ở đây A -tác động

trênR được cho bởi quan hệ Nishida (xem May [19]).

Từ các kết quả trên, ta thấy rằng ánh xạ hạn chế của νs := ν
Fp
s trên B[s] là đẳng

cấu giữa B[s] vàR#
s .

1.6. Dãy phổ

Trong mục này chúng tôi trình bày sơ lược các khái niệm về dãy phổ và dãy phổ

sinh bởi phức có lọc. Mục này dựa theo tài liệu [43], [59].

Dãy phổ

Một môđun Z-song bậc là một họ các môđun E = {Ep,q} với mỗi cặp p, q ∈ Z.

Một họ vi phân d : E → E có song phân bậc (r,−r + 1) là một họ các đồng cấu

{d := dp,q : Ep,q → Ep+r,q−r+1} với mỗi cặp p, q và d2
r = 0.
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. . . // Ep−r,q+r−1 d // Ep,q d // Ep+r,q−r+1 // . . .

Khi đó, đồng điều H(E) = H(E, d) dưới vi phân d cũng là một môđun song bậc

{Hp,q(E)} được xác định theo cách thông thường

Hp,q(E) = Ker[d : Ep,q → Ep+r,q−r+1]/d(Ep−r,q+r−1)

Nếu đặt En = ⊕p+q=nEp,q thì {En} là một môđun phân bậc. Vi phân d cảm sinh

một vi phân d : En → En+1 bậc 1 thông thường và H({En}, d) là một môđun phân

bậc nhận được từ Hp,q(E) bằng cách đặt Hn(E) = ⊕p+q=nHp,q(E).

Định nghĩa 1.6.1. Một dãy phổ E là một họ các {Er, dr}, với r ≥ 0 thỏa mãn

(i) Er là một môđun song bậc với dr là vi phân song bậc (r,−r + 1) trên Er.

(ii) Với mỗi r ≥ 0, tồn tại một đẳng cấu H(Er) = Er+1.

Với mỗi r ≥ 0, Er được gọi là trang thứ r của dãy phổ. Trang E0 được gọi là trang

đầu của dãy phổ. Từ định nghĩa trên, ta nhận thấy với mỗi r ≥ 0, Er, dr ta sẽ xác định

được Er+1 nhưng chưa xác định được dr+1.

Với r ≥ 0, ta đồng nhất trang Er+1 với đồng điều H(Er) bởi đẳng cấu trong Định

nghĩa 1.6.1. Khi đó, ta định nghĩa trang giới hạn của dãy phổ như sau:

Gọi Z0 là môđun song bậc với Zp,q
0 = Ker[d0 : Ep,q

0 → Ep,q+1
0 ] và B0 là môđun

song bậc vớiBp,q
0 = d0(E

p,q−1
0 ). Khi đó, ta cóB0 ⊂ Z0 vàE1 = Z0/B0. ĐặtZ(E1) là

môđun song bậc thỏa Z(E1)
p,q = Ker[d1 : Ep,q

1 → Ep+1,q
1 ] và B(E1) là môđun song

bậc thỏa B(E1)
p,q = d1(E

p−1,q
1 ). Theo định lý đẳng cấu Noether, với mỗi p, q có ít

nhất một môđun con song bậcZ1 vàB1 củaZ0 chứaB0 sao choZp,q
1 = Z(E1)

p,q/Bp,q
0

và Bp,q
1 = B(E1)

p,q = Bp,q
0 . Dễ thấy rằng, B1 ⊂ Z1. Khi đó, ta nhận được dãy

B0 ⊂ B1 ⊂ Z1 ⊂ Z0.

Bằng quy nạp, ta thu được dãy các môđun song bậc như sau:

B0 ⊂ B1 ⊂ · · · ⊂ Br ⊂ · · · ⊂ Zr ⊂ · · · ⊂ Z1 ⊂ Z0;

trong đó Er+1 = Zr/Br.
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Ta định nghĩa các môđun song bậc Z∞ = ∩rZr, B∞ = ∪rBr và E∞ = Z∞/B∞.

Môđun song bậc E∞ được gọi là trang giới hạn của dãy phổ E và trang Er được gọi

là các xấp xỉ đến E∞.

Một phần tử được gọi là sống đến trang r nếu nó không tầm thường trong Er; một

phần tử được gọi là chu trình vĩnh cửu nếu nó nằm trong Z∞; một phần tử được gọi

là sống nếu nó sống đến trang vô cùng.

Dãy phổ sinh bởi phức có lọc

Một lọc F trên môđun A là một họ các môđun con F pA của A sao cho với mọi số

nguyên p, F pA ⊂ F p+1A. Nếu A = {As} là môđun phân bậc thì F phải tương thích

với phân bậc. Cho một lọc F trên A, môđun phân bậc liên kết G(A) được định nghĩa

bởi Gp(A) = F pA/F p−1A. Nếu A là một môđun phân bậc thì môđun phân bậc liên

kết G(A) là một môđun song bậc xác định bởi Gp,q(A) = F pAp+q/F p−1Ap+q. Trong

trường hợp này, p được gọi là bậc lọc, q được gọi là bậc bổ sung và p+ q được gọi là

bậc tổng của một phần tử trong Gp,q(A).

Dãy

· · · ⊂ F p−1A ⊂ F pA ⊂ F p+1A ⊂ · · ·

là dãy hợp thành vô hạn của A và môđun phân bậc liên kết gồm các thương của dãy

hợp thành này.

Lọc F được gọi là hội tụ nếu ∩pF pA = 0 và ∪pF pA = A.

Lọc F trên phức dây chuyền C là lọc tương thích với phân bậc và vi phân của C

(nghĩa là F pC là một phức con của C gồm {F pCn}). Lọc trên C cảm sinh lọc trên

H∗(C) định nghĩa bởi

F pH∗(C) := Im[H∗(F pC)→ H∗(C)].

Vì hàm tử đồng điều giao hoán với giới hạn trực tiếp nên nếu F là lọc hội tụ trên

C thì ∪pF pH∗(C) = H∗(C), tuy nhiên ∩pF pH∗(C) không nhất thiết bằng không.

Lọc F trên môđun phân bậc A được gọi là bị chặn dưới nếu với mỗi q tồn tại p

(phụ thuộc vào q) sao cho F pAq = 0. Nếu F là lọc bị chặn dưới trên C thì lọc cảm

sinh trên H∗(C) cũng vậy.

Nhóm song phân bậc E∗,∗r được gọi là trang thứ r của dãy phổ. Ta có thể xác định

E∗,∗r+1 từ E∗,∗r và vi phân dr được cảm sinh từ vi phân d của phức đối dây chuyền trên

E∗,∗r .
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Đầu tiên, định nghĩa trang 0 của dãy phổ là phân bậc liên kết của phức đối dây

chuyền

Ep,q
0 = Gp(C) = F p(Cp+q)/F p−1(Cp+q).

Vì vi phân d của C∗ bảo toàn bậc lọc nên nó cảm sinh vi phân trên phức thương

F pC/F p−1C

d0 : Ep,q
0 = F p(Cp+q)/F p−1(Cp+q)→ Ep,q+1

0 = F p(Cp+q+1)/F p−1(Cp+q+1).

Đặt Zp,q
0 = Ker[d0 : Ep,q

0 → Ep,q+1
0 ].

Khi đó, E∗,∗1 là đối đồng điều của (E∗,∗0 , d0).

Xét dãy khớp ngắn

0→ F p−1C → F pC → GpC → 0.

Dãy khớp này cảm sinh dãy khớp dài trên đối đồng điều

· · · → Hp+q(F p−1C)→ Hp+q(F pC)→ Hp+q(GpC)
∂−→ Hp+q−1(F p−1C)→ · · · ,

ở đây, ∂ là đồng cấu nối. Khi đó,

Ep,q
1 = H∗(Ep,q

0 ) = Zp,q
1 /[Zp−1,q+1

0 + d(Zp,q+1
0 )]

với

Zp,q
1 = {x ∈ F p(Cp+q)|dx ∈ F p−1(Cp+q−1)}.

Vi phân d cảm sinh vi phân

d1 : Ep,q
1 = Hp+q(GpC)

∂−→ Hp+q−1(F p−1C)→ Hp+q−1(Gp−1C) = Ep−1,q
1 .

Bằng phương pháp quy nạp, giả sử Ep,q
r đã được định nghĩa

Ep,q
r =

{x ∈ F p(Cp+q)|dx ∈ F p+r(Cp+q+1)}
{y ∈ F p+1(Cp+q)|dy ∈ F p+r(Cp+q+1)}+ dF p+1−r(Cp+q−1) ∩ F p(Cp+q)

.

Khi đó, vi phân d cảm sinh một vi phân dr : Ep,q
r → Ep+r,q−r+1

r với song phân bậc

(r,−r + 1).

27



Chương 2

Biểu diễn dây chuyền của đồng cấu
Lannes-Zarati

Trong chương này, chúng tôi trình bày các kết quả về hàm tử Singer, thiết lập biểu

diễn ở mức độ dây chuyền của đối ngẫu của đồng cấu Lannes-Zarati modulo p (với

p là số nguyên tố lẻ nếu không có đề cập nào khác) (ϕMs )# trên phức dây chuyền

Singer-Hưng-Sum cũng như biểu diễn ở mức độ dây chuyền của đồng cấu Lannes-

Zarati ϕMs trên Λ ⊗M#, với A -môđun M bất kỳ. Bên cạnh đó, chúng tôi phát triển

toán tử lũy thừa, một trong những công cụ hữu hiệu được sử dụng để nghiên cứu dáng

diệu của đồng cấu Lannes-Zarati ở Chương 3. Cuối chương, chúng tôi trình bày các

kết quả này cho trường hợp p = 2 với một số điều chỉnh thích hợp. Các kết quả trong

chương này được trích từ Chơn-Như [17, 18].

2.1. Hàm tử Singer

Trong mục này, chúng tôi trình bày các kết quả quan trọng của hàm tử Singer, các

kết quả này có thể tham khảo trong các tài liệu Singer [55, 56], Zarati [74], Powell

[53].

Cho Σps là nhóm đối xứng tác động lên tập cơ sở của nhóm Es := (Z/p)s và

rs : Es ↪→ Σps là một đơn cấu thông qua tác động tịnh tiến. Ký hiệu, Z/p là Σps-

môđun tầm thường của Z/p và Z/p là Σps-môđun của Z/p thông qua tác động dấu.

Đặt

B[s] := im
(
H∗(BΣps;Z/p)

r∗s−→ H∗(BEs;Z/p)
)

;

B[s] := im
(
H∗(BΣps;Z/p)

r∗s−→ H∗(BEs; r
∗
sZ/p)

)
.
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Cấu trúc của B[s] và B[s] được cho bởi mệnh đề sau đây.

Mệnh đề 2.1.1 (Mùi [49], Zarati [74]).

1. B[s] là một D[s]-môđun tự do được sinh bởi{
1,Ms;i1,...,ikL

p−2+(p−1)[k−1
2 ]

s

}
với 0 ≤ i1 < · · · < ik ≤ s− 1.

2. B[s] là một D[s]-môđun tự do được sinh bởi{
L
p−1

2
s ,Ms;i1,...,ikL

p−3
2 +(p−1)[k2 ]

s

}
với 0 ≤ i1 < · · · < ik ≤ s− 1.

Cho A -môđun không ổn định M bất kỳ, Zarati [74] và Powell [53] đã định nghĩa

lũy thừa toàn thể (không ổn định) Sts(x1, y1, . . . , xs, ys;m) với m ∈M như sau

Sts(x1, y1, . . . , xs, ys;m) := (−1)s[
|m|
2 ]L

p−1
2 |m|

s Ss(m) ∈ Ps ⊗M.

Để thuận tiện, ta đặt Sts(m) := Sts(x1, y1, . . . , xs, ys;m) và Sts(M) := {Sts(m) :

m ∈M} ⊂ Ps ⊗M .

Cho một A -môđun không ổn định M , môđun RsM được định nghĩa bởi (xem

Zarati [74])

RsM = B[s] · Sts(M+)⊕ B[s] · Sts(M−),

trong đó, M+ (tương ứng, M−) là không gian con chứa tất cả các phần tử bậc chẵn

(tương ứng bậc lẻ) của M . Khi đó, với mỗi s ≥ 0 phép gán M  RsM sinh ra hàm

tử khớp từ U vào chính nó.

Zarati [74, Mệnh đề 2.4.6] đã chứng minh rằng RsM là một A -môđun con của

PGLs
s ⊗M ⊂ Ps ⊗M . Từ đó, ta có mệnh đề

Mệnh đề 2.1.2. Cho A -môđun không ổn định M bất kỳ, RsM chứa trong (Γ+M)s.

Hơn nữa, ánh xạ RsM ↪→ (Γ+M)s được cho bởi

λSts(m) 7→ (−1)snλL
p−1

2 (2n+δ)
s Ss(m),

với m ∈M2n+δ với δ = 0, 1 là phép nhúng chính tắc.
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Chứng minh. Cho λSts(m) ∈ RsM là phần tử thuần nhất, ở đây m ∈M2n+δ.

Nếu |m| = 2n, theo định nghĩa của RsM , λ ∈ B[s]. Kéo theo λqns,0 ∈ B[s] ⊂
PGLs
s ⊂ Γ+

s . Do đó, theo định nghĩa của Sts(−) ta có,

λSts(m) = (−1)snλL(p−1)n
s Ss(m) = (−1)snλqns,0Ss(m) ∈ (Γ+M)s.

Ngược lại, nếu |m| = 2n + 1, cũng theo định nghĩa của RsM , λ ∈ B[s]. Vì

vậy, theo Mệnh đề 2.1.1, ta có thể viết λ dưới dạng tổng của figi, ở đây fi ∈ D[s]

và gi = L
p−1

2
s hoặc gi = Ms;i1,...,ikL

p−3
2 +(p−1)[k2 ]

s . Suy ra λL
p−1

2
s ∈ B[s] và khi đó

λL
p−1

2
s qns,0 ∈ B[s] ⊂ PGLs

s ⊂ Γ+
s . Do đó,

λSts(m) = (−1)snλL(p−1)n
s L

p−1
2

s Ss(m) = (−1)snλL
p−1

2
s qns,0Ss(m) ∈ (Γ+M)s.

Mệnh đề đã được chứng minh.

Bổ đề 2.1.3. Cho phần tử thuần nhất bất kỳ λ thuộc B[s] hoặc thuộc B[s], phần tử λ

có thể được biểu diễn như sau

λ =


∑

I=(ε1,i1,...,εs,is)∈Iγ

ωIu
ε1
1 v

(p−1)i1−ε1
1 · · ·uεss v(p−1)is−εs

s nếu λ ∈ B[s],

∑
I=(ε1,i1,...,εs,is)∈Iγ

ωIu
ε1
1 v

(p−1)
2i1−p

s−1

2 −ε1
1 · · ·uεss v

(p−1)2is−1
2 −εs

s nếu λ ∈ B[s],

ở đây ωI ∈ F∗p và tổng được lấy trên tập Iγ trong đó tập Iγ được xác định một cách

duy nhất phụ thuộc vào γ. Hơn nữa, mỗi chuỗi số I = (i1, ε1, . . . , is, εs) ∈ Iγ thỏa

mãn điều kiện: εk = 0, 1, ik ≥ εk với 1 ≤ k ≤ s và

2ij − εj >
s∑

k=j+1

2ik(p− 1)−
s∑

k=2

εk, 1 ≤ j < s, và 2ik ≥ ps−k nếu λ ∈ B[s].

Chứng minh. Trường hợp λ ∈ B[s]. Theo định nghĩa

Ms;i1,...,ikL
p−1+(p−1)[k−1

2 ]
s = Rs;i1,...,ikq

[k−1
2 ]

s,0 .

Sử dụng khẳng định (3) của Định lý 1.4.1, ta có

Rs;i1,...,ikq
[k−1

2 ]
s,0 =

 ±Rs;i1,i2 · · ·Rs;ik−1,ik nếu k là số chẵn,

±Rs;i1Rs;i2,i3 · · ·Rs;ik−1,ik nếu k là số lẻ.

Do đó, quy nạp từ Công thức (1.8) và (1.9), ta có khẳng định của bổ đề.
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Trường hợp λ ∈ B[s], suy ra λL
p−1

2
s ∈ B[s]. Do đó, λL

p−1
2

s có thể được biểu diễn

như là trường hợp trên của bổ đề. Hơn nữa, từ

L
p−1

2
s = v

(p−1)
2 ps−1

1 · · · v
p−1

2
s ,

bổ đề đã được chứng minh.

Kết hợp Mệnh đề 2.1.2 và Bổ đề 2.1.3 ta có hệ quả sau

Hệ quả 2.1.4. Cho M ∈ U . Với phần tử thuần nhất bất kỳ γ = λSts(m) ∈ RsM với

m ∈M2n+δ (δ = 0, 1), γ có thể được biểu diễn dưới dạng

γ =
∑

I=(ε1,i1,...,εs,is)∈Iγ

ωI(−1)snuε11 v
(p−1)(i1+nps−1)−ε1
1 · · ·uεss v(p−1)(is+n)−εs

s Ss(m),

ở đây ωI ∈ F∗p và tổng được lấy trên tập Iγ trong đó tập Iγ được xác định một cách

duy nhất phụ thuộc vào γ. Hơn nữa, mỗi chuỗi số I = (i1, ε1, . . . , is, εs) ∈ Iγ thỏa

mãn điều kiện: εk = 0, 1, ik ≥ εk với 1 ≤ k ≤ s và

2ij − εj >
s∑

k=j+1

2ik(p− 1)−
s∑

k=2

εk, 1 ≤ j < s, và 2ik ≥ ps−k nếu δ = 1. (2.1)

Sử dụng Hệ quả 2.1.4 và Công thức (1.12), ta có hệ quả sau

Hệ quả 2.1.5. Với A -môđun không ổn địnhM bất kỳ, phép nhúng chính tắc RsM ↪→
(Γ+M)s đặt tương ứng những phần tử trong RsM với những chu trình trong (Γ+M)s.

Để xây dựng biểu diễn ở mức độ dây chuyền của ϕMs , ta cần khảo sát một cách cẩn

thận cấu trúc của đối ngẫu của xây dựng Singer. Chú ý rằng, Kuhn [38] đã xây dựng

đối ngẫu của hàm tử Singer theo quan điểm hình học. Ở đây, chúng tôi sử dụng cách

tiếp cận đại số.

Mệnh đề 2.1.6. Cho M là một A -môđun không ổn định, RsM có một Fp-cơ sở được

cho bởi

C :=
{
Rσ1
s;0q

j1
s,0 · · ·R

σs
s;s−1q

js
s,s−1Ss(m)

}
với mọi m chạy khắp một cơ sở thuần nhất của M , σk ∈ {0, 1}, j1 ∈ Z, jk ≥ 0, 2 ≤
k ≤ s và 2j1 + σ1 + · · ·+ σs ≥ |m|.
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Chứng minh. Đầu tiên, sử dụng kết quả của Mùi [49, Định lý 4.17], dễ thấy C chứa

trong RsM .

Từ định nghĩa, với bất kỳ x ∈ RsM , x có thể được viết dưới dạng x = λSts(m)

với m nào đó, ở đây λ ∈ B[s] nếu |m| = 2n và λ ∈ B[s] nếu |m| = 2n+ 1.

Nếu |m| = 2n thì x có thể được viết dưới dạng x = (−1)snλqns,0Ss(m), trong đó

λ ∈ B[s].

Mặt khác, theo kết quả của Chơn [16, Mệnh đề 3.4], B[s] có một Fp-cơ sở bao

gồm tất cả các phần tử

Rσ1
s;0q

j1
s,0 · · ·R

σs
s;s−1q

js
s,s−1,

với σk ∈ {0, 1}, j1 ∈ Z, jk ≥ 0, 2 ≤ k ≤ s và 2j1 + σ1 + · · · + σs ≥ 0. Do đó, x có

thể được viết như là tổ hợp tuyến tính của các phần tử trong C .

Ngược lại, nếu |m| = 2n+1 thì x có thể được viết bởi x = (−1)snλL
p−1

2 (2n+1)
s Ss(m),

trong đó λ là tổng của figi với fi ∈ D[s] và gi = L
p−1

2
s hoặc gi = Ms;i1,...,ikL

p−3
2 +(p−1)[k2 ]

s .

Nếu gi = L
p−1

2
s thì figiL

p−1
2 (2n+1)

s = fiq
n+1
s,0 . Do đó, figiSs(m) có thể được biểu

diễn như là tổ hợp tuyến tính của các phần tử trong C .

Nếu gi = Ms;i1,...,ikL
p−3

2 +(p−1)[k2 ]
s thì

figiL
p−1

2 (2n+1)
s = fiRs;i1,...,ikq

n+[k2 ]
s;0 .

Do đó, theo Chơn [16, Mệnh đề 3.7], figiSs(m) cũng có thể được biểu diễn thành

tổ hợp tuyến tính của những phần tử trong C .

Suy ra, C là một tập sinh của RsM như là một Fp-không gian véctơ.

Cũng theo kết quả của Chơn [16, Mệnh đề 3.7], dễ dàng kiểm tra được tập hợp này

độc lập tuyến tính.

Mệnh đề đã được chứng minh.

Như vậy, với một A -môđun không ổn địnhM , xây dựng Singer RsM là A -môđun

con của B[s]·SsM . Do đó, khi lấy đối ngẫu, (RsM)# đẳng cấu với một môđun thương

củaRs ⊗M#. Để xác định cấu trúc của (RsM)#, ta cần các kết quả sau.

Cố định một số nguyên không âm s, với một số nguyên không âm bất kỳ n, đặt

In là tập hợp tất cả các dãy chấp nhận được I = (ε1, i1, . . . , εs, is) thỏa e(I) ≥ n;

và đặt Jn là tập hợp tất cả các dãy J = (σ1, j1, . . . , σs, js) thỏa mãn điều kiện

σk ∈ {0, 1}, 1 ≤ k ≤ s, j1 ∈ Z, jk ≥ 0, 2 ≤ k ≤ s và 2j1 + σ1 + · · ·+ σs ≥ n.
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Bổ đề 2.1.7. Ánh xạ φn : Jn
//In được cho bởi

φn(σ1, j1, . . . , σs, js) = (ε1, i1, . . . , εs, is),

ở đây εk = σk và

ik = ps−k(j1 + σ1 + · · ·+ jk + σk) +
s−k−1∑
t=0

(ps−k − pt)(jk+t+1 + σk+t+1),

với 1 ≤ k ≤ s, là một song ánh.

Chứng minh. Theo Hưng-Sum [33, Lemma 3.19], để chứng minh bổ đề ta chỉ cần

chứng minh trội của I không nhỏ hơn n. Điều này được suy ra ngay lập tức vì e(I) =

2j + σ1 + · · ·+ σs.

Cho một A -môđun không ổn địnhM , với một phần tử thuần nhất cố địnhm ∈M ,

ta định nghĩa một quan hệ thứ tự trên tập hợp các đơn thức

{uε11 v
(p−1)i1−ε1
1 · · ·uεss v(p−1)is−εs

s Ss(m) : (ε1, i1, . . . , εs, is) ∈ I|m|}

theo quy tắc

uε11 v
(p−1)is−ε1
1 · · ·uεss v(p−1)is−εs

s Ss(m) > uε
′
1

1 v
(p−1)i′1−ε′1
1 · · ·uε

′
s
s v

(p−1)i′s−ε′s
s Ss(m)

nếu và chỉ nếu (ε1, i1, . . . , εs, is) > (ε′1, i
′
1, . . . , ε

′
s, i
′
s) theo thứ tự từ điển trái.

Dựa vào kết quả của Hưng-Sum [33, Lemma 3.11], ta có

Bổ đề 2.1.8. Cho một A-môđun không ổn định M , với phần tử thuần nhất bất kỳ m ∈
M , cho (σ1, j1, . . . , σs, js) ∈ J|m| và (ε1, i1, . . . , εs, is) = φ|m|(σ1, j1, . . . , σs, js).

Khi đó,

Rσ1
s;0q

j1
s,0 · · ·R

σs
s;s−1q

js
s,s−1Ss(m) = uε11 v

(p−1)is−ε1
1 · · ·uεss v(p−1)is−εs

s Ss(m)

+ đơn thức nhỏ hơn.

Ta đồng nhất RsM với ảnh của nó trongR#
s ⊗M qua ánh xạ νMs (xem định nghĩa

của νMs trong Mục 1.5). Qua phép đồng nhất này, đối ngẫu (RsM)# được xem như là

một A -môđun thương củaRs ⊗M#.
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Mệnh đề 2.1.9. Cho một A -môđun không ổn định M , tập hợp tất cả các phần tử

QI ⊗ ` = βεsQi1 · · · βεsQis ⊗ `

biểu diễn một Fp-cơ sở của (RsM)# với I ∈ I|`| và ` chạy khắp cơ sở thuần nhất của

M#.

Chứng minh. Đặt B là cơ sở thuần nhất của M và B# là cơ sở đối ngẫu của cơ sở B.

Với ` ∈ B# bất kỳ thỏa mãn ` = m∗,m ∈ B, theo Bổ đề 2.1.8,〈
Rσ1
s;0q

j1
s,0 · · ·R

σs
s;s−1q

js
s,s−1Ss(m), βεsQi1 · · · βεsQis ⊗ `

〉
=

 ±1, φ|m|(σ1, j1, . . . , σs, js) = (ε1, i1, . . . , εs, is);

0, φ|m|(σ1, j1, . . . , σs, js) < (ε1, i1, . . . , εs, is).

Do đó, tập hợp tất cả các phần tử QI ⊗ ` = βεsQi1 · · · βεsQis ⊗ ` với I ∈ I|`| biểu

diễn một tập độc lập tuyến tính của (RsM)#. Suy ra, tập tất cả các phần tử QI ⊗ `
với ` ∈ B# và I ∈ I|`| là một tập độc lập tuyến tính.

Từ Bổ đề 2.1.7, số phần tử của tập hợp trên bằng với số chiều của RsM .

Mệnh đề đã được chứng minh.

Rõ ràng, phần tử QI ⊗ ` ∈ Rs ⊗ M# thỏa e(I) < |`| đại diện cho một phần

tử tầm thường trong (RsM)#. Thật vậy theo Hệ quả 2.1.5, phần tử thuần nhất γ bất

kỳ trong RsM đều có thể được biểu diễn bởi một tổ hợp tuyến tính của những đơn

thức uε11 v
(p−1)i1
1 · · ·uεss v

(p−1)is
s Ss(m) với (ε1, i1, . . . , εs, is) là dãy chấp nhận được và

e(ε1, i1, . . . , εs, is) ≥ |m|. Do đó,
〈
γ,QI ⊗ `

〉
= 0 với mọi γ ∈ RsM .

2.2. Biểu diễn ở mức độ dây chuyền của đồng cấu Lannes-
Zarati

Để khảo sát dáng điệu của đồng cấu Lannes-Zarati modulo p với p lẻ, đầu tiên

chúng tôi xây dựng biểu diễn ở mức độ dây chuyền của (ϕMs )# trong phức dây chuyền

Singer-Hưng-Sum và sau đó là biểu diễn ở mức độ dây chuyền của ϕs trong đại số

Lambda.

Biểu diễn ở mức độ dây chuyền của (ϕMs )# trong phức dây chuyền Singer-Hưng-

Sum được cho bởi định lý dưới đây.
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Định lý 2.2.1 (Chơn-Như [17, Định lý 3.1]). Với A -môđun M bất kỳ, đồng cấu

(ϕ̃Ms )# : RsM // (Γ+M)s được cho bởi

γ 7→ (−1)
(s−2)(s−1)

2 γ

là đơn cấu và là biểu diễn ở mức độ dây chuyền của đối ngẫu của đồng cấu Lannes-

Zarati (ϕMs )#.

Dựa trên cách xây dựng đồng cấu Lannes-Zarati (Mục 1.3), ta có đối ngẫu của

đồng cấu Lannes-Zarati modulo p (ϕMs )# được cảm sinh bởi ánh xạ (ϕMs )# = iΣ
1−sM

s ◦
(αs(ΣM))−1 : ΣRsM → TorA

s (Fp,Σ1−sM)(xem (1.4)). Do đó, để chứng minh

Định lý 2.2.1 chúng tôi xây dựng biểu diễn ở mức độ dây chuyền của (αs(ΣM))−1 :

ΣRsM → Ds(Σ
1−sM).

Cho phần tử thuần nhất γ = λSts(m) ∈ RsM , với m ∈ M2n+δ. Khi đó theo

Mệnh đề 2.1.2 và Hệ quả 2.1.4, γ có thể được mô tả bởi

γ =
∑
I∈Iγ

ωI(−1)snuε11 v
(p−1)(i1+nps−1)−ε1
1 · · ·uεss v(p−1)(is+n)−εs

s Ss(m) ∈ (Γ+M)s,

ở đây ωI ∈ F∗p và I = (ε1, i1, . . . , εs, is) thỏa điều kiện (2.1) và Iγ được xác định một

cách duy nhất phụ thuộc vào γ.

Đặt

γ :=
∑
I∈Iγ

ωI(−1)snuε11 v
(p−1)(i1+nps−1)−ε1
1 · · ·uεss v(p−1)(is+n)−εs

s Ss(Σ
1−sm)

∈ (Γ+Σ1−sM)s.

Vì |ui| = 1 và |vi| = 2 với I ∈ Iγ nên tổng ε1 + · · · + εs = deg γ + δ

mod 2. Do đó, qua đẳng cấu Σ1−s(Γ+M)s // (Γ+Σ1−sM)s, ảnh của Σ1−sγ bằng

với (−1)(s−1)(deg γ+δ)γ.

Với phần tử γ ở trên, ta cũng định nghĩa các phần tử γ̃ ∈ Bs−1(A ,A ,Σ1−sM),

X(γ̃) ∈ Bs(A ,A ,Σ1−sM) và Y (γ̃) ∈ Bs(Fp,A ,Σ1−sM) theo γ như sau:

γ̃ :=
∑
I∈Iγ

ωI(−1)e(I)

×β1−ε1P i1+nps−1

[β1−ε2P i2+nps−2

| · · · |β1−εsP is+n]Σ1−sm ∈ Bs−1(A ,A ,Σ1−sM),
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X(γ̃) :=
∑
I∈Iγ

ωI(−1)e(I)

× [β1−ε1P i1+nps−1

|β1−ε2P i2+nps−2

| · · · |β1−εsP is+n]Σ1−sm ∈ Bs(A ,A ,Σ1−sM),

và

Y (γ̃) :=
∑
I∈Iγ

ωI(−1)e(I)

× [β1−ε1P i1+nps−1

|β1−ε2P i2+nps−2

| · · · |β1−εsP is+n]Σ1−sm ∈ Bs(Fp,A ,Σ1−sM),

ở đây e(I) = ε1 + i1 + · · ·+ εs + is.

Dễ thấy X(γ̃) đại diện cho phần tử không tầm thường trong DBs(A ,A ,Σ1−sM).

Hơn nữa, phép chiếu chính tắc B∗(A ,A ,Σ1−sM) � B∗(Fp,A ,Σ1−sM) đặt tương

ứng phần tử X(γ̃) với phần tử [1⊗A X(γ̃)] = Y (γ̃).

Biểu diễn ở mức độ dây chuyền của ánh xạ (αs(ΣM))−1 được cho bởi mệnh đề

sau đây.

Mệnh đề 2.2.2 (Chơn-Như [17, Mệnh đề 3.2]). Với A -môđun M bất kỳ, ánh xạ

ψΣM
s : ΣRsM // DBs(A ,A ,Σ1−sM)

được cho bởi

Σγ 7→ (−1)
(s−2)(s−1)

2 +(s−1)(deg γ+δ)[X(γ̃)]

là biểu diễn ở mức dây chuyền của đồng cấu

(αs(ΣM))−1 : ΣRsM // Ds(Σ
1−sM).

Chúng tôi sẽ chứng minh Mệnh đề 2.2.2 ở Mục 2.3.

Chứng minh Định lý 2.2.1. Theo Mệnh đề 2.1.2 suy ra (ϕ̃Ms )# là một đơn cấu.

Để chứng minh định lý ta cần chứng minh biểu đồ sau đây giao hoán.

DBs(A ,A ,Σ1−sM)

ΣRsM

DBs(A ,A ,Σ1−sM)

ψΣM
s

��

ΣRsM Σ1−s(Γ+M)s
� � Σ1−s◦(ϕ̃Ms )#◦Σ−1

// Σ1−s(Γ+M)s

Bs(Fp,A ,Σ1−sM).

Σ1−s(Γ+M)sΣ1−s(Γ+M)s (Γ+Σ1−sM)s
∼= // (Γ+Σ1−sM)s

Bs(Fp,A ,Σ1−sM).

� _

ιΣ
1−sM

s

��

DBs(A ,A ,Σ1−sM) Bs(Fp,A ,Σ1−sM).
ĩΣ

1−sM
s

//

ΣRsM

DBs(A ,A ,Σ1−sM)

ΣRsM (Γ+Σ1−sM)s(Γ+Σ1−sM)s

Bs(Fp,A ,Σ1−sM).
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Ở đây ánh xạ dây chuyền

· · · // DBs(A ,A ,Σ1−sM) //

ĩΣ
1−sM

s
��

DBs−1(A ,A ,Σ1−sM) //

ĩΣ
1−sM

s−1
��

· · ·

· · · // Bs(Fp,A ,Σ1−sM) // Bs−1(Fp,A ,Σ1−sM) // · · ·

được cho bởi

ĩΣ
1−sM

s ([z]) = [1⊗A z]

là một biểu diễn ở mức độ dây chuyền của ánh xạ

iΣ
1−sM

s : Ds(Σ
1−sM) // TorA

s (Fp,Σ1−sM).

Từ định nghĩa của X(γ̃) và Y (γ̃), dễ dàng kiểm tra được

ĩΣ
1−sM

s ([X(γ̃)]) = [1⊗A X(γ̃)] = Y (γ̃).

Mặt khác, từ Mệnh đề 2.2.2 suy raψΣM
s (Σγ) = (−1)

(s−2)(s−1)
2 +(s−1)(deg γ+δ)[X(γ̃)].

Điều đó có nghĩa là (ϕ̄Ms )# : ΣRsM // TorAs (Fp,Σ1−sM) (xem biểu đồ (1.4))

được biểu diễn bởi ánh xạ đặt tương ứng phần tử Σγ trong ΣRsM với phần tử

(−1)
(s−2)(s−1)

2 +(s−1)(deg γ+δ)Y (γ̃) trong Bs(Fp,A ,Σ1−sM).

Hơn nữa, trong Bs(Fp, A,Σ1−sM), vì phần tử Y (γ̃) là ảnh của γ dưới đơn cấu

ιΣ
1−sM

s : (Γ+Σ1−sM)s // Bs(Fp, A,Σ1−sM) (xem (1.15) và (1.14)) và đồng cấu

thứ 2 của hàng đầu tiên biến Σ1−sγ thành (−1)(s−1)(deg γ+δ)γ nên biểu đồ ở trên giao

hoán.

Định lý đã được chứng minh.

Với M = Fp với p là số nguyên tố lẻ, Zarati [74] đã chỉ ra rằng RsFp ∼= B[s]. Do

đó, ta có hệ quả sau.

Hệ quả 2.2.3 (Chơn-Như [17, Hệ quả 3.3]). Đồng cấu (ϕ̃
Fp
s )# : B[s] // Γ+

s được

cho bởi

γ 7→ (−1)
(s−2)(s−1)

2 γ

là biểu diễn ở mức độ dây chuyền của đối ngẫu của đồng cấu Lannes-Zarati (ϕ
Fp
s )#.

Mặt khác,Rs đẳng cầu với B[s]# như là một A -đối đại số (xem May [19, Phần 3

Chương I]), trong đó A−tác động trênRs được dẫn xuất từ các quan hệ Nishida.

Do đó, lấy đối ngẫu của Hệ quả 2.2.3, ta có mệnh đề sau đây.
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Mệnh đề 2.2.4 (Chơn-Như [17, Mệnh đề 3.4]). Đồng cấu ϕ̃Fp
s : Λs

//Rs được xác

định bởi

λI 7→ (−1)
(s−2)(s−1)

2 QI

là biểu diễn ở mức độ dây chuyền của đồng cấu Lannes-Zarati ϕFp
s .

Đây là công cụ chính để nghiên cứu dáng điệu của đồng cấu Lannes-Zarati modulo

p ϕ
Fp
s .

Lấy đối ngẫu của Định lý 2.2.1, ta có kết quả sau đây

Mệnh đề 2.2.5 (Chơn-Như [18, Mệnh đề 3.7]). Với A -môđun M bất kỳ, đồng cấu

ϕ̃Ms : Λs ⊗M# // (RsM)# được cho bởi

λI ⊗ ` 7→ (−1)
(s−1)(s−2)

2 [QI ⊗ `]

là một biểu diễn ở mức độ dây chuyền của đồng cấu Lannes-Zarati ϕMs .

Mệnh đề này là trường hợp tổng quát của Mệnh đề 2.2.4 đối với trường hợp A -

môđun không ổn định bất kì.

2.3. Chứng minh Mệnh đề 2.2.2

Mục đích của phần này là chứng minh Mệnh đề 2.2.2 trong Mục 2.2. Ý tưởng

chính để chứng minh mệnh đề này là dựa vào phương pháp của Lannes và Zarati [72],

[74].

Với bất kỳ M ∈ U , từ dãy khớp ngắn

0→ Σ2−sP1 ⊗M → Σ2−sP̂ ⊗M → Σ1−sM → 0,

ta thu được dãy khớp ngắn của phức dây chuyền

0 //B(A ,A ,Σ2−sP1⊗M) //B(A ,A ,Σ2−sP̂ ⊗M) //B(A ,A ,Σ1−sM) //0.

Dễ dàng kiểm tra được dãy khớp ở trên cảm sinh dãy khớp ngắn sau đây (ở đây

E(−) là hàm tử được định nghĩa trong Phần 1.3)

0 //EB(A ,A ,Σ2−sP1⊗M) //EB(A ,A ,Σ2−sP̂⊗M) //EB(A ,A ,Σ1−sM) //0.

(2.2)
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Lấy đồng điều, ta có đồng cấu nối

δ1(Σ
2−sM) : Hs−1(EBs−1(A ,A ,Σ1−sM)) //Hs−2(EBs−2(A ,A ,Σ2−sP1⊗M)).

Bằng lập luận tương tự, ta có

δ1(Σ
i+2−sPi ⊗M) : H∗(EB∗(A ,A ,Σi+1−sPi ⊗M))

//H∗−1(EB∗(A ,A ,Σi+2−sPi+1 ⊗M)),

với 0 ≤ i ≤ s− 2, ở đây P0 = Fp.

Với A -môđun N bất kỳ, từ định nghĩa của hàm tử D , ta nhận được dãy khớp ngắn

của phức dây chuyền

0 // EB(A ,A , N) //B(A ,A , N) // D(B(A ,A , N)) // 0.

Với s ≥ 1, vì B(A ,A , N) acyclic nên đồng cấu nối

∂∗ : Ds(N)
∼=−→ Hs−1(EB(A ,A , N)) (2.3)

là một đẳng cấu.

Đặt N = Σ1−sM , ta nhận được biểu đồ giao hoán sau đây

Hs−1(EB∗(Σ
1−sM)) Hs−2(EB∗(Σ

2−sP1 ⊗M))
δ1
//

Ds(Σ
1−sM)

Hs−1(EB∗(Σ
1−sM))

∂∗

��

Ds(Σ
1−sM) Ds−1(Σ

2−sP1 ⊗M)
α1 // Ds−1(Σ

2−sP1 ⊗M)

Hs−2(EB∗(Σ
2−sP1 ⊗M))

∂∗

��

Hs−2(EB∗(Σ
2−sP1 ⊗M)) · · ·

δ1
//

Ds−1(Σ
2−sP1 ⊗M)

Hs−2(EB∗(Σ
2−sP1 ⊗M))

Ds−1(Σ
2−sP1 ⊗M) · · ·α1 // · · ·

· · ·· · · H0(EB∗(Ps−1 ⊗M)),
δ1
//

· · ·

· · ·

· · · D1(Ps−1 ⊗M)
α1 // D1(Ps−1 ⊗M)

H0(EB∗(Ps−1 ⊗M)),

∂∗

��

ở đây, để thuận tiện trong biểu đồ này ta ký hiệu B∗(A ,A , N) bằng B∗(N).

Từ biểu đồ, đồng cấu αs(ΣM) có thể được tính toán như sau

αs(ΣM) = α1(ΣPs−1 ⊗M) ◦ ∂−1
∗ ◦ δ1(Ps−2 ⊗M) ◦ · · · ◦ δ1(Σ

2−sM) ◦ ∂∗.

Đặt δs−1 := α1(ΣPs−1 ⊗ M) ◦ ∂−1
∗ ◦ δ1(Ps−2 ⊗ M) ◦ · · · ◦ δ1(Σ

2−sM), khi đó

αs(ΣM) = δs−1 ◦ ∂∗.

Với phần tử thuần nhất bất kỳ γ = λSts(m) ∈ RsM ⊂ (Γ+M)s trong đó m ∈
M2n+δ(δ = 0, 1), ta cố định các ký hiệu γ̄, γ̃, X(γ̃) và Y (γ̃) như trong Mục 2.2.

Bổ đề 2.3.1. Phần tử γ̃ ∈ EBs−1(A ,A ,Σ1−sM) ⊂ Bs−1(A ,A ,Σ1−sM).
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Chứng minh. Trong Bs−1(A ,A ,Σ1−sM) dưới tác động của A ta thu được

γ̃ =
∑
I∈Iγ

ωI(−1)e(I)β1−ε1P i1+nps−1
(

1[β1−ε2P i2+nps−2

| · · · |β1−εsP is+n]Σ1−sm
)
.

Do đó theo định nghĩa của E(−) để chứng minh bổ đề trên ta chỉ cần chứng minh

2(i1 +nps−1)+(1− ε1) >
s∑

k=2

(2(ik +nps−k)(p−1)+(1− εk))+(1−s)+(2n+δ).

Vì 2nps−1 = 2n(p− 1)(ps−1 + · · ·+ 1) + 2n nên bất đẳng thức trên tương đương với

2i1 + 1− ε1 >
s∑

k=2

2ik(p− 1)−
s∑

k=2

εk − 1 + δ.

Bất đẳng thức cuối cùng được suy ra từ điều kiện (2.1).

Bổ đề 2.3.2. Phần tử [X(γ̃)] là một chu trình trong DBs(A ,A ,Σ1−sM). Hơn nữa,

qua đẳng cấu ∂∗ : Ds(Σ
1−sM)

∼=−→ Hs−1(EBs−1(A ,A ,Σ1−sM)),

∂∗([X(γ̃)]) = [γ̃].

Chứng minh. Từ (1.14) và (1.15), trong Bs(Fp,A ,Σ1−sM), Y (γ̃) là ảnh của phần tử

γ =
∑
I∈Iγ

ωI(−1)snuε11 v
(p−1)(i1+nps−1)−ε1
1 · · ·uεss v(p−1)(is+n)−εs

s Ss(Σ
1−sm)

qua đơn cấu ιΣ
1−sM

s .

Sử dụng Công thức (1.12), trong (Γ+Σ1−sM)s

∂(γ) =
∑
I∈Iγ

ωI(−1)sn+deg γ̄+δ+1+is+n

× uε11 v
(p−1)(i1+nps−1)−ε1
1 · · ·uεs−1

s−1 v
(p−1)(is−1+np)−εs−1

s−1 Ss−1(β
1−εsP is+nΣ1−sm).

Từ điều kiện (2.1) suy ra 2(is+n)+1− εs > |m|. Vì M là môđun không ổn định nên

β1−εsP is+n(Σ1−sm) = (−1)(s−1)(1−εs)Σ1−s(β1−εsP is+nm) = 0. Do đó γ là một chu

trình trong (Γ+Σ1−sM)s suy ra Y (γ̃) cũng là một chu trình trongBs(Fp,A ,Σ1−sM).

Ta ký hiệu ∂̄ là vi phân trong B∗(Fp,A ,Σ1−sM) = Fp ⊗A B∗(A ,A ,Σ1−sM)

được cảm sinh bởi vi phân ∂ in B∗(A ,A ,Σ1−sM).

Trong Bs(A ,A ,Σ1−sM), từ (1.13) suy ra

∂(X(γ̃)) = ∂̄(Y (γ̃)) + γ̃. (2.4)
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Chú ý rằng, Bs(Fp,A ,Σ1−sM) là một không gian con của Bs(A ,A ,Σ1−sM) như

các Fp-không gian véctơ. Do đó phần tử ∂̄(Y (γ̃)) có thể được xem như là một phần

tử trong Bs(A ,A ,Σ1−sM).

Vì ∂̄(Y (γ̃)) = 0 và γ̃ ∈ EBs−1(A ,A ,Σ1−sM) nên trong DBs(A,A,Σ
1−sM)

∂([X(γ̃)]) = [0]. Khi đó, [X(γ̃)] là một chu trình trong DBs(A ,A ,Σ1−sM).

Phần tử [X(γ̃)] là nghịch ảnh của phần tử X(γ̃) trong Bs(A ,A ,Σ1−sM). Theo

(2.4) suy ra

∂∗([X(γ̃)]) = [γ̃].

Bổ đề được chứng minh xong.

Nhắc lại, ánh xạ δs−1 : Hs−1(EBs−1(A ,A ,Σ1−sM)) // D0(ΣPs ⊗ M) được

định nghĩa bởi

δs−1 = α1(ΣPs−1 ⊗M) ◦ ∂−1
∗ ◦ δ1(Ps−2 ⊗M) ◦ · · · ◦ δ1(Σ

2−sM).

Bổ đề 2.3.3. Ảnh của [γ̃] ∈ Hs−1(EBs−1(A ,A ,Σ1−sM)) qua δs−1 được cho bởi

δs−1([γ̃]) = (−1)
(s−2)(s−1)

2 +(s−1)(deg γ+δ)[Σγ] ∈ D0(ΣPs ⊗M).

Chứng minh. Theo Bổ đề 2.3.2,

γ̃ =
∑
I∈Iγ

ωI(−1)e(I)β1−ε1P i1+nps−1

[β1−ε2P i2+nps−2

| · · · |β1−εsP is+n]Σ1−sm

là một chu trình trong EBs−1(A ,A ,Σ1−sM). Theo dãy khớp ngắn (2.2), γ̃ được

nâng lên thành y ∈ EBs−1(A ,A ,Σ2−sP̂ ⊗M) với

y =
∑
I∈Iγ

ωI(−1)e(I)β1−ε1P i1+nps−1

[β1−ε2P i2+nps−2

| · · · |β1−εsP is+n]Σ2−sxsy
−1
s ⊗m.

Khi đó, trong EBs−1(A ,A ,Σ2−sP̂ ⊗M)

∂(y) =
∑
I∈Iγ

ωI(−1)η(I)+e(I)

× β1−ε1P i1+nps−1

[β1−ε2P i2+nps−2

| · · · |β1−εs−1P is−1+np]Σ2−sβ1−εsP is+n(xsy
−1
s ⊗m),

ở đây η(I) = (s− 2) + ε1 + · · ·+ εs−1 + (s− 2)εs.
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Do đó, δ1(Σ
2−sM)([γ̃]) bằng với∑

I∈Iγ

ωI(−1)η(I)+e(I)

×
[
β1−ε1P i1+nps−1

[β1−ε2P i2+nps−2

| · · · |β1−εs−1P is−1+np]Σ2−sβ1−εsP is+n(xsy
−1
s ⊗m)

]
.

Bằng cách quy nạp, suy ra ảnh của [γ̃] qua δ1(Ps−2⊗M) ◦ · · · ◦ δ1(Σ
2−sM) bằng

z =
∑
I∈Iγ

ωI(−1)fI+ε1

×
[
β1−ε1P i1+nps−1

[ ]β1−ε2P i2+nps−2

(x2y
−1
2 · · · (β1−εsP is+n(xsy

−1
s ⊗m)) · · · )

]
,

ở đây fI = e(I) + (1 + · · ·+ s− 2) + (s− 2)(ε1 + · · ·+ εs).

Dễ thấy

∂−1
∗ (z) =

∑
I∈Iγ

ωI(−1)fI+ε1

×
[
[β1−ε1P i1+nps−1

]β1−ε2P i2+nps−2

(x2y
−1
2 · · · (β1−εsP is+n(xsy

−1
s ⊗m)) · · · )

]
.

Khi đó

α1(ΣPs−1 ⊗M)(∂−1
∗ (z)) =

∑
I∈Iγ

ωI(−1)fI

×
[
Σβ1−ε1P i1+nps−1

(x1y
−1
1 (β1−ε2P i2+nps−2

(x2y
−1
2 · · · (β1−εsP is+n(xsy

−1
s ⊗m)))))

]
.

Sử dụng Bổ đề 2.3.4 suy ra bổ đề được chứng minh.

Bổ đề 2.3.4. Cho

γ =
∑
I∈Iγ

ωI(−1)snuε11 v
(p−1)(i1+nps−1)−ε1
1 · · ·uεss v(p−1)(is+n)−εs

s Ss(m) ∈ RsM ⊂ (Γ+M)s,

trong đó m ∈M2n+δ (δ = 0, 1). Khi đó

γ =
∑
I∈Iγ

ωI(−1)i1+···+is

× β1−ε1P i1+nps−1

(x1y
−1
1 (β1−ε2P i2+nps−2

(x2y
−1
2 · · · (β1−εsP is+n(xsy

−1
s ⊗m))))).

Chứng minh Mệnh đề 2.2.2. Kết hợp Bổ đề 2.3.2 và Bổ đề 2.3.3, Mệnh đề 2.2.2 được

chứng minh.
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Để chứng minh Bổ đề 2.3.4, ta cần các kết quả dưới đây

Bổ đề 2.3.5 (Hưng-Sum [33]). Cho H∗BE1 = E(x)⊗ Fp[y] và m,n ∈ M với M là

A -đại số bất kỳ. Khi đó, ta có

1. Ss(mn) = Ss(m) · Ss(n);

2. Ss(x) = (−1)sus+1;

3. Ss(y) = (−1)svs+1.

Hệ quả 2.3.6.

1. S1(ui) = −ui+1;

2. S1(vi) = −vi+1.

Bây giờ, ta chứng minh Bổ đề 2.3.4

Chứng minh Bổ đề 2.3.4. Vớim ∈M2n+δ, vì điều kiện (2.1) nên 2(is+n)+1−εs >
degm = 2n+ δ. Vì thế,

β1−εsP is+n(xsy
−1
s ⊗m)

= xεss y
(p−1)(is+n)−εs
s

∑
i ≥ 0
ε = 0, 1

(−1)n+is+i+εxεsy
−(p−1)i−ε
s ⊗ βεP i(m)

= (−1)is+nuεs1 v
(p−1)(is+n)−εs
1 S1(m).

Bằng lập luận tương tự và sử dụng Bổ đề 2.3.5 và Hệ quả 2.3.6, ta có

β1−εs−1P is−1+np(xs−1y
−1
s−1β

1−εsP is+n(xsy
−1
s ⊗m))

= (−1)is+nβ1−εs−1P is−1+np(xs−1y
−1
s−1 ⊗ uεs1 v

(p−1)(is+n)−εs
1 S1(m))

= (−1)n+np+is+is−1x
εs−1

s−1 y
(p−1)(is−1+np)−εs−1

s−1

×
∑
i ≥ 0
ε = 0, 1

(−1)i+εxεs−1y
−(p−1)i−ε
s−1 ⊗ βεP i(uεs1 v

(p−1)(is+n)−εs
1 S1(m))

= (−1)n+np+is+is−1x
εs−1

s−1 y
(p−1)(is−1+np)−εs−1

s−1 S1(u
εs
1 v

(p−1)(is+n)−εs
1 S1(m))

= (−1)n+np+is+is−1x
εs−1

s−1 y
(p−1)(is−1+np)−εs−1

s−1 S1(u
εs
1 v

(p−1)(is+n)−εs
1 )S1(S1(m))

= (−1)n+np+is−1+isu
εs−1

1 v
(p−1)(is−1+np)−εs−1

1 uεs2 v
(p−1)(is+n)−εs
2 S2(m).
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Bằng phương pháp quy nạp, ta được∑
I∈Iγ

ωI(−1)i1+···+is

× β1−ε1P i1+nps−1

(x1y
−1
1 β1−εsP i2+nps−2

(x2y
−1
2 · · · β1−εsP is+n(xsy

−1
s ⊗m)))

=
∑
I∈Iγ

ωI(−1)snuε11 v
(p−1)(i1+nps−1)−ε1
1 · · ·uεss v(p−1)(is+n)−εs

s Ss(m) = γ.

Bổ đề đã được chứng minh.

2.4. Toán tử lũy thừa

Trong phần này, chúng tôi phát triển các toán tử lũy thừa, các toán tử này là công

cụ hữu hiệu để nghiên cứu dáng điệu của đồng cấu Lannes-Zarati modulo p ở Chương

3.

Vào đầu những năm 60 Liulevicius [41], [42] đã chứng minh sự tồn tại toán tử lũy

thừa

Sq0 : Exts,s+t
A

(F2,F2) // Exts,2(s+t)
A

(F2,F2).

Toán tử Sq0 được gọi là toán tử Squaring cổ điển.

Hưng [26] đã xây dựng toán tử squaring trên đối ngẫu của đại số Dickson P (F2⊗GLs
H∗(BEs))

Sq0 : P (F2 ⊗GLs H∗(BEs))d // P (F2 ⊗GLs H∗(BEs))(2d+s).

Sau đó, Hưng [27, Định lý 1.3] đã chỉ ra rằng toán tử squaring Sq0 trên P (F2 ⊗GLs
H∗(BEs)) giao hoán với toán tử squaring cổ điển Sq0 trên Exts,s+t

A
(F2,F2) qua đồng

cấu Lannes-Zarati modulo 2 ϕF2
s . Toán tử này được Hưng-Tuấn phát triển trong [34].

Các kết quả của Liulevicius [41], [42] và May [46] cũng đã chứng minh sự tồn tại

của toán tử lũy thừa cho trường hợp p lẻ

P0 : Exts,s+t
A

(Fp,Fp) // Exts,p(s+t)
A

(Fp,Fp).

Biểu diễn ở mức độ dây chuyền của P0 trong Λ được cho bởi

P̃
0
(λε1i1−1 · · ·λ

εs
is−1) =

 λε1pi1−1 · · ·λ
εs
pis−1, ε1 = · · · = εs = 1,

0, các trường hợp khác.
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Bổ đề 2.4.1. Toán tử P̃
0

không làm tăng trội của các phần tử trong Λ. Do đó, tồn tại

một toán tử, ký hiệu là P̃
0
, tác động lên đại số Dyer-LashofR được cho bởi

P̃
0
(βε1Qi1 · · · βεsQis) =

 βε1Qpi1 · · · βεsQpis, ε1 = · · · = εs = 1,

0, các trường hợp khác.

Chứng minh. Để chứng minh bổ đề ta chỉ cần chứng minh nếu λi1−1 · · ·λis−1 có trội

âm thì λpi1−1 · · ·λpis−1 cũng có trội âm với s ≥ 2.

Bằng cách kiểm tra trực tiếp, ta có

e(λpi1−1 · · ·λpis−1) = 2pi1 −
s∑

k=2

2p(p− 1)ik + (s− 2)

= p · e(λi1−1 · · ·λis−1)− (p− 1)(s− 2).

Do đó, nếu e(λi1−1 · · ·λis−1) < 0 thì e(λpi1−1 · · ·λpis−1) < 0.

Bổ đề 2.4.2. Toán tử P̃
0

tương thích với tác động của A . Đặc biệt,

P̃
0
((βε1Qi1 · · · βεsQis)P k) = (P̃

0
(βε1Qi1 · · · βεsQis))P pk. (2.5)

Chứng minh. Để chứng minh bổ đề trên ta chỉ cần chứng minh bổ đề đúng trong

trường hợp ε1 = · · · = εs = 1.

Ta chứng minh bằng phương pháp quy nạp theo s.

Với s = 1, dễ thấy

P̃
0
((βQi)P k) = P̃

0
((−1)k

(
(p− 1)(i− k)− 1

k

)
βQi−k)

= (−1)k
(

(p− 1)(i− k)− 1

k

)
βQpi−pk,

và

(P̃
0
(βQi))P pk = βQpiP pk = (−1)pk

(
(p− 1)(pi− pk)− 1

pk

)
βQpi−pk.

Vì (−1)pk((p−1)(pi−pk)−1
pk ) ≡ (−1)k((p−1)(i−k)−1

k ) mod p, bổ để đúng với s = 1.
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Giả sử bổ đề đúng với s > 1,

P̃
0
((βQi1 · · · βQis)P k)

= P̃
0

(∑
t

(−1)k+t

(
(p− 1)(i1 − k)− 1

k − pt

)
βQi1−k+t(βQi2 · · · βQis)P t

)

+ P̃
0

(∑
t

(−1)k+t

(
(p− 1)(i1 − k)− 1

k − pt− 1

)
Qi1−k+t(βQi2 · · · βQis)βP t

)

=
∑
t

(−1)k+t

(
(p− 1)(i1 − k)− 1

k − pt

)
βQp(i1−k+t)(βQpi2 · · · βQpis)P pt.

Mặt khác,

(P̃
0
(βQi1 · · · βQis))P pk = (βQpi1 · · · βQpis)P pk

=
∑
j

(−1)pk+j

(
(p− 1)(pi1 − pk)− 1

pk − pj

)
βQpi1−pk+j(βQpi2 · · · βQpis)P j

+
∑
j

(−1)pk+j

(
(p− 1)(pi1 − pk)− 1

pk − pj − 1

)
Qpi1−pk+j(βQpi2 · · · βQpis)βP j

=
∑
j

(−1)k+j

(
(p− 1)(i1 − k)− 1

k − j

)
βQpi1−pk+j(βQpi2 · · · βQpis)P j.

Nếu j không chia hết cho p thì (p − 1)(pi2 − j) − 1 ≡ j − 1 mod p, trong khi

j − p` ≡ j mod p. Do đó,

(βQpi2 · · · βQpis)P j

=
∑
j

(−1)j+`
(

(p− 1)(pi2 − `)− 1

j − p`

)
βQpi2−j+`(βQpi3 · · · βQpis)P `

+
∑
j

(−1)j+`
(

(p− 1)(pi2 − j)− 1

j − p`− 1

)
Qpi2−j+`(βQpi3 · · · βQpis)βP j

=
∑
j

(−1)j+`
(

(p− 1)(pi2 − `)− 1

j − p`

)
βQpi2−j+`(βQpi3 · · · βQpis)P ` = 0.

Suy ra,

(P̃
0
(βQi1 · · · βQis))P pk

=
∑
j

(−1)k+t

(
(p− 1)(i1 − k)− 1

k − pt

)
βQp(i1−k+t)(βQpi2 · · · βQpis)P pt.

Bổ đề được chứng minh.
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Nếu (QI)β = 0 thì (P̃
0
(QI)β) = 0 với QI ∈ R. Kết hợp kết quả này với Bổ đề

2.4.2 suy ra toán tử P̃
0

cảm sinh một toán tử lũy thừa trên (Fp ⊗A RsFp)# và toán tử

này cũng được ký hiệu là P0.

Ta biết rằng H̃∗(BZ/p) có một Fp-cơ sở bao gồm tất cả các phần tử có dạng

{aεb[t] : ε = 0, 1, t ≥ 0, t+ ε > 0},

trong đó ab[t] là đối ngẫu của xyt trong H̃∗(BZ/p). Hơn nữa, H̃∗(BZ/p) có cấu trúc

của A -môđun phải với A -tác động được cho bởi

b[t]βεP k =

(
t− (p− 1)k − ε

k

)
aεb[t−(p−1)k−ε], (2.6)

và θ tác động một cách tầm thường lên a với θ ∈ Ā , trong đó Ā là iđêan bổ sung của

A .

Nhắc lại, ký hiệu Λ là đại số Lambda. Khi đó, Λ ⊗ H̃∗(BZ/p) là phức thích hợp

để tính Exts,∗
A

(H̃∗(BZ/p),Fp). Vi phân của Λ⊗ H̃∗(BZ/p) được cho bởi, với λ ∈ Λ

và h ∈ H ,

d(λ⊗ aεb[t]) = d(λ)⊗ aεb[t] +
∑
i−δ≥0

(−1)deg λ+(1−δ)ε

×
(
t− (p− 1)i− 1 + δ

i

)
λλδi−1 ⊗ aε+1−δb[t−(p−1)i−1+δ]. (2.7)

Định nghĩa toán tử ψ : Ht
//Hp(t+1)−1 được cho bởi

ψ(aεb[t]) =

 ab[p(t+1)−1], ε = 1,

0, ε = 0

Toán tử này là đối ngẫu của toán tử Kameko [36] (xem Minami [48] cho trường

hợp p là số nguyên tố lẻ). Vì (ψ(ab[t]P i) = (ψ(ab[t]))P pi nên tồn tại một toán tử, cũng

được ký hiệu là P̃
0
, tác động lên phức dây chuyền Λ⊗ H̃∗(BZ/p), được cho bởi

λε1i1−1 · · ·λ
εs
is−1⊗a

εb[t] 7→

 λε1pi1−1 · · ·λ
εs
pis−1 ⊗ ab[p(t+1)−1], ε1 = · · · = εs = ε = 1,

0, các trường hợp khác.

Cuối cùng, toán tử P̃
0

giao hoán với vi phân được cho trong (2.7). Do đó, P̃
0

cảm

sinh một toán tử cũng được ký hiệu là P0 tác động trên Exts,∗
A

(H̃∗(BZ/p),Fp).

Tương tự, toán tử lũy thừa P̃
0

tác động lên Λ ⊗ H̃∗(BZ/p) cũng cảm sinh một

toán tử lũy thừa trên (Fp⊗A RsH̃
∗(BZ/p))# và toán tử này cũng được ký hiệu là P0.
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Mệnh đề 2.4.3. Biểu đồ sau đây giao hoán

Exts,s+t
A

(M,Fp) P0
//

ϕMs
��

Exts,p(s+t)
A

(M,Fp)

ϕMs
��

(Fp ⊗A RsM)#
t

P0
// (Fp ⊗A RsM)#

p(s+t)−s.

với M = Fp và M = H̃∗(BZ/p).

Chứng minh. Trường hợp M = H̃∗(BZ/p)

Để chứng minh khẳng định trên ta chỉ cần chứng minh P̃
0

và ϕ̃H̃
∗(BZ/p)

s giao hoán

với nhau. Hơn nữa, theo định nghĩa của các P̃
0
, ta chỉ cần chứng minh cho trường hợp

λ1
i1−1 · · ·λ1

is−1 ⊗ ab[t].

Từ Mệnh đề 2.2.5, dễ dàng kiểm tra được

ϕ̃H̃
∗(BZ/p)

s (P̃
0
(λ1

i1−1 · · ·λ1
is−1 ⊗ ab[t])) = ϕ̃H̃

∗(BZ/p)
s (λ1

pi1−1 · · ·λ1
pis−1 ⊗ ab[p(t+1)−1])

= (−1)
(s−1)(s−2)

2 [βQpi1 · · · βQpis ⊗ ab[p(t+1)−1]]

(2.8)

P̃
0
(ϕ̃H̃

∗(BZ/p)
s )(λ1

i1−1 · · ·λ1
is−1 ⊗ ab[t])) = P̃

0
((−1)

(s−1)(s−2)
2 [βQi1 · · · βQis ⊗ ab[t]])

= (−1)
(s−1)(s−2)

2 [βQpi1 · · · βQpis ⊗ ab[p(t+1)−1]]

(2.9)

Từ 2.8 và 2.9 suy ra ϕ̃H̃
∗(BZ/p)

s P̃
0

= P̃
0
ϕ̃
H̃∗(BZ/p)
s .

Trường hợpM = Fp tương tự ta chỉ cần chứng minh cho trường hợp λ1
i1−1 · · ·λ1

is−1,

ta có

ϕ̃Fp
s (P̃

0
(λ1

i1−1 · · ·λ1
is−1)) = ϕ̃Fp

s (λ1
pi1−1 · · ·λ1

pis−1)

= (−1)
(s−1)(s−2)

2 [βQpi1 · · · βQpis]
(2.10)

P̃
0
(ϕ̃Fp

s (λ1
i1−1 · · ·λ1

is−1)) = P̃
0
((−1)

(s−1)(s−2)
2 [βQi1 · · · βQis])

= (−1)
(s−1)(s−2)

2 [βQpi1 · · · βQpis].
(2.11)

Từ 2.10 và 2.11 suy ra ϕ̃Fp
s P̃

0
= P̃

0
ϕ̃
Fp
s .

Mệnh đề được chứng minh.
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2.5. Trường hợp p = 2

Với p = 2, đại số Lambda Λ được sinh bởi các phần tử λi bậc i với i ≥ 0 thỏa mãn

các quan hệ Adem

λiλj =
∑
t

(
t− j − 1

2t− i

)
λi+j−tλt, i > 2j.

Do đó, một đơn thức λI = λi1 · · ·λis ∈ Λs được gọi là chấp nhận được nếu ik ≤ 2ik+1

với 1 ≤ k < s. Trội của λI hoặc I được định nghĩa bởi

e(λI) = e(I) = i1 − i2 − · · · − is.

Đại số Dyer-Lashof R là đại số thương của Λ sinh ra bởi iđêan (hai phía) của Λ

được sinh bởi tất cả các đơn thức có trội âm. Ta cũng ký hiệu Qi là ảnh của λi dưới

phép chiếu chính tắc.

Do đó, Mệnh đề 2.1.9 và Mệnh đề 2.2.5 tương ứng trở thành các mệnh đề sau.

Mệnh đề 2.5.1. Cho một A -môđun không ổn định M , tập hợp tất cả các phần tử

QI ⊗ ` biểu diễn một F2-cơ sở của (RsM)# với ` chạy khắp một cơ sở thuần nhất của

M#, I là chấp nhận được và e(I) ≥ |`|.

Mệnh đề 2.5.2. Cho một A -môđun không ổn định M , phép chiếu

ϕ̃Ms : Λs ⊗M# // (RsM)#

được cho bởi

λI ⊗ ` // [QI ⊗ `],

là một biểu diễn ở mức độ dây chuyền của đồng cấu Lannes-Zarati modulo 2 ϕMs .

Với M = F2 và M = H̃∗(BZ/2), các toán tử Steenrod S̃q
0

tác động trên Λ⊗M#

cảm sinh các toán tử tác động trên (RsM)#. Hơn nữa, những toán tử này cảm sinh các

toán tử Sq0 tác động trên miền xác định và miền giá trị của đồng cấu Lannes-Zarati

modulo 2.

Mệnh đề 2.5.3 (Hưng-Tuấn [34, Định lý 4.1]). Biểu đồ sau đây giao hoán

Exts,s+t
A

(M,F2)
Sq0

//

ϕMs
��

Exts,2(s+t)
A

(M,F2)

ϕMs
��

(F2 ⊗A RsM)#
t

Sq0

// (F2 ⊗A RsM)#
2t+s,

với M = F2 và M = H̃∗(BZ/2).
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2.6. Kết luận Chương 2

Trong chương này, chúng tôi đã xây dựng biểu diễn ở mức độ dây chuyền của

(ϕMs )# trên phức dây chuyền Singer-Hưng-Sum (xem Định lý 2.2.1) cũng như biểu

diễn dây chuyền của ϕMs trong đại số Lambda (xem Hệ quả 2.2.4), biểu diễn dây

chuyền của ϕMs trên Λ⊗M#, với A -môđun M bất kỳ (xem Mệnh đề 2.2.5). Các kết

quả này sẽ được chúng tôi sử dụng để tìm nhân và ảnh của đồng cấu Lannes-Zarati

ϕMs với những s nhỏ cho trường hợp p lẻ.

Chúng tôi phát triển toán tử lũy thừa P0 tác động lên Exts
A

(Fp,Fp) (xem Liulevi-

cius [41], [42] và May [19]). Với M = Fp và M = H̃∗(BZ/p), chúng tôi đã chỉ ra

rằng tồn tại một toán tử P0 tác động trên Exts
A

(M,Fp) và trên (Fp ⊗A RsM)#. Hơn

nữa, toán tử này còn giao hoán với đồng cấu Lannes-Zarati ϕMs (xem Mệnh đề 2.4.3).

Kết quả này đã làm giảm đáng kể việc tính toán. Do đó, toán tử này trở thành công cụ

quan trọng để nghiên cứu dáng điệu của đồng cấu Lannes-Zarati modulo p.

Chúng tôi cũng sử dụng các kết quả này với một số điều chỉnh thích hợp để có thể

áp dụng được cho trường hợp p = 2 (xem Mệnh đề 2.5.2 và Mệnh đề 2.5.3).
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Chương 3

Ảnh của đồng cấu Lannes-Zarati

Trong chương này, chúng tôi khảo sát dáng điệu của đồng cấu Lannes-Zarati mod-

ulo p (với p là số nguyên tố lẻ nếu không có đề cập nào khác) ϕMs , trong trường hợp

M = Fp cho 1 ≤ s ≤ 3 và trong trường hợp M = H̃∗(BZ/p) cho s = 0, 1. Các kết

quả được trình bày ở chương này được trích từ Chơn-Như [17, 18] và Như [50].

3.1. Ảnh của đồng cấu Lannes-Zarati modulo p trên Fp

Với p = 2, Lannes-Zarati [72] đã chỉ ra rằng ϕF2
1 là một đẳng cấu. Chúng tôi đã

chứng minh được kết quả tương tự với trường hợp p = 2 cho trường hợp p lẻ . Kết quả

này được cho bởi định lý sau

Định lý 3.1.1 (Chơn-Như [17, Định lý 4.1]). Đồng cấu Lannes-Zarati modulo p hạng

1

ϕ
Fp
1 : Ext1,1+t

A
(Fp,Fp) //Ann(B[1]#)t

là một đẳng cấu.

Chứng minh. Ta đã biết rằng Ext1,1+t
A

(Fp,Fp) được sinh bởi α0 có gốc bằng 0 và hi
có gốc bằng 2(p − 1)pi − 1 với i ≥ 0. Những phần tử này được biểu diễn tương ứng

trong Λ1 bởi λ0
−1 và λ1

pi−1 với i ≥ 0 (xem Liulevicius [41], [42], Aikawa [4]).

Mặt khác, từ Wellington [66], Ann(B[1]#) ∼= Ann(R1) được sinh bởiQ0 và βQpi

với i ≥ 0.

Áp dụng Mệnh đề 2.2.4, ta nhận được

ϕ
Fp
1 (α0) = Q0; ϕ

Fp
1 (hi) = βQpi, i ≥ 0.

Định lý được chứng minh.
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Với p lẻ chúng tôi đã chỉ ra ϕFp
2 không phải là toàn cấu, kết quả này khác với kết

quả đã được Lannes-Zarati [72] công bố năm 1987 ϕF2
2 là một toàn cấu.

Định lý 3.1.2 (Chơn-Như [17, Định lý 4.2]). Đồng cấu Lannes-Zarati modulo p hạng

2

ϕ
Fp
2 : Ext2,2+t

A
(Fp,Fp) //Ann(B[2]#)t

chỉ không tầm thường tại các phần tử có gốc t = 0 và t = 2(p− 1)pi+1 − 2, i ≥ 0.

Chứng minh. Từ các kết quả của Liulevicius [41], [42] (cũng xem trong Aikawa [4]),

Ext2,2+t
A

(Fp,Fp) được sinh bởi các phần tử

1. hihj = [λ1
pi−1λ

1
pj−1] ∈ Ext2,2(p−1)(pi+pj)

A
(Fp,Fp), 0 ≤ i < j − 1;

2. α0hi = [λ1
pi−1λ

0
−1] ∈ Ext2,2(p−1)pi+1

A
(Fp,Fp), i ≥ 1;

3. α2
0 = [(λ0

−1)
2] ∈ Ext2,2

A
(Fp,Fp);

4. hi;2,1 = [λ1
2pi+1−1λ

1
pi−1] ∈ Ext2,2(p−1)(2pi+1+pi)

A
(Fp,Fp), i ≥ 0;

5. hi;1,2 = [λ1
pi+1−1λ

1
2pi−1] ∈ Ext2,2(p−1)(pi+1+2pi)

A
(Fp,Fp), i ≥ 0;

6. ρ = [λ1
1λ

0
−1] ∈ Ext2,4(p−1)+1

A
(Fp,Fp);

7. λ̃i =
[∑(p−1)

j=1
(−1)j+1

j λ1
(p−j)pi−1λ

1
jpi−1

]
∈ Ext2,2(p−1)pi+1

A
(F2,F2), i ≥ 0.

Rõ ràng, các đơn thức λ1
pi−1λ

1
pj−1 (i < j−1), λ1

pi+1−1λ
1
2pi−1(i ≥ 0) là những phần

tử có trội âm, do đó, ảnh của chúng dưới ϕ̃Fp
2 là tầm thường trong R2. Điều này dẫn

đến kết quả, qua ϕFp
2 , ảnh của hihj và hi;1,2 là tầm thường.

Sử dụng Mệnh đề 2.2.4, dễ thấy rằng

ϕ̃
Fp
2 (λ1

pi−1λ
0
−1) = βQpiQ0.

Áp dụng quan hệ Adem, ta thu được

βQpiQ0 =
∑
j

(−1)p
i+j

(
(p− 1)j − 1

pj − pi

)
βQpi−jQj.

Rõ ràng ((p−1)j−1
pj−pi ) chỉ có thể khác 0 nếu pi−1 ≤ j ≤ pi − 1. Tuy nhiên, trong trường

hợp này, e(βQpi−jQj) = 2(pi − j) − 1 − 2(p − 1)j = 2(pi − pj) − 1 < 0. Do đó,

ϕ̃
Fp
2 (λ1

pi−1λ
0
−1) = 0, suy ra ϕFp

2 (α0hi) = 0 với i ≥ 1.
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Bằng cách sử dụng Mệnh đề 2.2.4, vì ϕ̃Fp
2 (λ0

−1λ
0
−1) = Q0Q0 6= 0 ∈ R2 nên

ϕ
Fp
2 (α2

0) = Q0Q0 6= 0 ∈ R2.

Bằng cách kiểm tra trực tiếp, từ Mệnh đề 2.2.4,

ϕ̃
Fp
2 (λ1

2pi+1−1λ
1
pi−1) = βQ2pi+1

βQpi.

Áp dụng quan hệ Adem, ta có

βQ2pi+1

βQpi =
∑
j

(−1)1+j

(
(p− 1)(j − pi)− 1

pj − 2pi+1 − 1

)
βQ2pi+1+pi−jβQj.

Vì pj ≥ 2pi+1 + 1 nên pj = 2pi+1 + pa với a ≥ 1 nào đó. Khi đó, ((p−1)(j−pi)−1
pj−2pi+1−1

) =

((p−1)pi+(p−1)a−1
pa−1 ). Nếu pj ≤ 2pi+1 + pi thì (p− 1)a− 1 < pa− 1 < pi. Khi đó, từ bổ

đề Lucas, (
(p− 1)pi + (p− 1)a− 1

pa− 1

)
≡
(

(p− 1)a− 1

pa− 1

)
≡ 0 mod p.

Suy ra, ((p−1)(j−pi)−1
pj−2pi+1−1

) chỉ có thể khác 0 nếu pj > 2pi+1 + pi. Tuy nhiên, trong

trường hợp này, e(βQ2pi+1+pi−jβQj) = 2(2pi+1 + pi − j)− 2(p− 1)j = 2(2pp+1 +

pi − pj) < 0. Do đó, βQ2pi+1

βQpi = 0, suy ra ϕFp
2 (hi;2,1) = 0 với i ≥ 0.

Tương tư, ϕ̃Fp
2 (λ1

1λ
0
−1) = βQ2Q0. Áp dụng quan hệ Adem, ta thu được βQ2Q0 =

0 ∈ R2. Do đó, ϕFp
2 (ρ) = 0.

Cuối cùng, sử dụng Mệnh đề 2.2.4, dễ dàng kiểm tra được

ϕ̃
Fp
2

(p−1)∑
j=1

(−1)j+1

j
λ1

(p−j)pi−1λ
1
jpi−1


= βQ(p−1)piβQpi +

(p−1)∑
j=2

(−1)j+1

j
βQ(p−j)piβQjpi.

Với 2 ≤ j ≤ p− 1, vì

e(βQ(p−j)piβQjpi) = 2(p− j)pi − 1− 2(p− 1)jpi + 1

= 2pi(p− 1)(1− j) < 0,

nên ta có kết quả sau đây

ϕ̃
Fp
2

(p−1)∑
j=1

(−1)j+1

j
λ1

(p−j)pi−1λ
1
jpi−1

 = βQ(p−1)piβQpi 6= 0 ∈ R2.

53



Do đó, với i ≥ 0

ϕ
Fp
2 (λ̃i) = βQ(p−1)piβQpi 6= 0 ∈ R2.

Định lý được chứng minh.

Chú ý 3.1.3 (Chơn-Như [17, Chú ý 4.3]). Từ kết quả của Wellington [66, Định lý

11.11], Ann(R2) được sinh bởi Q0Q0, βQ(p−1)piβQpi, i ≥ 0, và Qs(p−1)Qs, s = pi +

· · ·+ 1, i > 0. Do đó, ϕFp
2 không phải là toàn cấu.

Hưng và các công sự [30], [25], [27], [32] đã chứng minh được ϕF2
s với 3 ≤ s ≤ 5

triệt tiêu tại tất cả các phần tử có gốc dương trong Exts,s+t
A

(F2,F2). Trong trường hợp

p lẻ, chúng tôi đã khảo sát được dáng điệu của ϕFp
3 . Kết quả được trình bày trong định

lý sau.

Định lý 3.1.4 (Chơn-Như [18, Định lý 5.1]). Đồng cấu Lannes-Zarati modulo p hạng

3

ϕ
Fp
3 : Ext3,3+t

A
(Fp,Fp) // (Fp ⊗A R3Fp)#

t

là một đơn cấu với t = 0 và bị triệt tiêu với mọi t > 0.

Từ Mệnh đề 2.2.5, ta nhận được bổ đề sau đây. Bổ đề này cho phép ta giảm bớt

những tính toán trong chứng minh của Định lý 3.1.4.

Bổ đề 3.1.5. Nếu λI ∈ Λs và λJ ∈ Λk sao cho ϕ̃Fp
s (λI) = 0 hoặc ϕ̃Fp

k (λJ) = 0 thì

ϕ̃
Fp
s+k(λIλJ) = 0.

Chứng minh Định lý 3.1.4.

Từ kết quả của Liulevicius [42] và Aikawa [4], Ext3,3+t
A

(Fp,Fp) được sinh bởi các

phần tử sau đây

1. hihjhk = [λ1
pi−1λ

1
pj−1λ

1
pk−1

] ∈ Ext3,2(p−1)(pi+pj+pk)
A

(Fp,Fp), 0 ≤ i ≤ j − 2 ≤
k − 4;

2. α0hihj = [λ1
pi−1λ

1
pj−1λ

0
−1] ∈ Ext3,2(p−1)(pi+pj)+1

A
(Fp,Fp), 1 ≤ i ≤ j − 2;

3. α2
0hi = [λ1

pi−1(λ
0
−1)

2] ∈ Ext3,2(p−1)pi+2
A

(Fp,Fp), i ≥ 1;

4. α3
0 = [(λ0

−1)
3] ∈ Ext3,3

A
(Fp,Fp);

5. λ̃ihj = [Liλ
1
pj ] ∈ Ext3,2(p−1)(pi+1+pj)

A
(Fp,Fp), i, j ≥ 0, j 6= i+ 2;
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6. λ̃iα0 = [Liλ
0
−1], i ≥ 0;

7. hi;1,2hj = [λ1
pi+1−1λ

1
2pi−1λ

1
pj−1] ∈ Ext3,2(p−1)(pi+1+2pi+pj)

A
(Fp,Fp), i, j ≥ 0, j 6=

i+ 2, i, i− 1;

8. hi;1,2α0 = [λ1
pi+1−1λ

1
2pi−1λ

0
−1] ∈ Ext3,2(p−1)(pi+1+2pi)+1

A
(Fp,Fp), i ≥ 1;

9. hi;2,1hj = [λ1
2pi+1−1λ

1
pi−1λ

1
pj−1] ∈ Ext2(p−1)(2pi+1+pi+pj)

A
(Fp,Fp); i, j ≥ 0, j 6=

i+ 2, i± 1, i;

10. hi;2,1α0 = [λ1
2pi+1−1λ

1
pi−1λ

0
−1] ∈ Ext3,2(p−1)(2pi+1+pi)+1

A
(Fp,Fp), i ≥ 1;

11. hjρ = [λ1
pj−1λ

1
1λ

0
−1] ∈ Ext3,2(p−1)(pj+2)+1

A
(Fp,Fp), j ≥ 2;

12. hi;3,2,1 = (P0)i[λ1
3p2−1λ

1
2p−1λ

1
0] ∈ Ext3,2(p−1)(3pi+2+2pi+1+pi

A
(Fp,Fp), p 6= 3, i ≥

0;

13. h′3,2,1 = [λ1
3p−1λ

1
1λ

0
−1] ∈ Ext3,2(p−1)(3p+2)+1

A
(Fp,Fp), p 6= 3;

14. hi;2,2,1 = (P0)i[λ1
2p3−1λ

1
2p−1λ

1
0] ∈ Ext3,2(p−1)(2pi+3+2pi+1+pi)

A
(Fp,Fp), p = 3, i ≥

0;

15. h′2,2,1 = [λ1
2p2−1λ

1
1λ

0
−1] ∈ Ext3,2(p−1)(2p2+2)+1

A
(Fp,Fp), p = 3;

16. hi;1,3,1 = (P0)i[λ1
p2−1λ

1
3p−1λ

1
0] ∈ Ext3,2(p−1)(pi+2+3pi+1+pi)

A
(Fp,Fp), p 6= 3, i ≥

0;

17. h′1,3,1 = [λ1
p−1λ

1
2λ

0
−1] ∈ Ext3,2(p−1)(p+3)+1

A
(Fp,Fp), p 6= 3;

18. hi;2,1,2 = (P0)i[λ1
2p2−1λ

1
p−1λ

1
1] ∈ Ext3,2(p−1)(2pi+2+pi+1+2pi

A
(Fp,Fp), i ≥ 0;

19. hi;1,2,3 = (P0)i[λ1
p2−1λ

1
2p−1λ

1
2] ∈ Ext3,2(p−1)(pi+2+2pi+1+3pi)

A
(Fp,Fp), p 6= 3, i ≥

0;

20. %3 = [λ1
2(λ

0
−1)

2] ∈ Ext3,6(p−1)+2
A

(Fp,Fp), p 6= 3;

21. %′3 = [λ1
5(λ

0
−1)

2] ∈ Ext3,12(p−1)+2
A

(Fp,Fp), p = 3;

22. fi = (P0)i−1[M ] ∈ Ext3,2(p−1)(pi+1+2pi)
A

(Fp,Fp), i ≥ 1;

23. gi = (P0)i−1[N ] ∈ Ext3,2(p−1)(2pi+1+pi)
A

(Fp,Fp), i ≥ 1;
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trong đó

Li = (P0)i

(p−1)∑
j=1

(−1)j+1

j
λ1

(p−j)−1λ
1
j−1

 , i ≥ 0;

M =

p−1∑
j=1

(−1)j+1

j
(λ1

jp−1λ
1
(p2−jp)−1λ

1
2p−1 − 2λ1

p2−1λ
1
j−1λ

1
2p−j−1

− 2λ1
p2−1λ

1
p+j−1λ

1
p−j−1);

N =

p−1∑
j=1

(−1)j+1

j
(2λ1

jp−1λ
1
(2p2−jp)−1λ

1
p−1 + 2λ1

p2+jp−1λ
1
p2−jp−1λ

1
p−1

− λ1
2p2−1λ

1
j−1λ

1
p−j−1).

Quan sát thấy rằng các phần tử hihjhk (0 ≤ i ≤ j − 2 ≤ k − 4), α0hihj (1 ≤
i ≤ j − 2), hi;1,2hj , hi;1,2α0, h0;1,3,1, h′1,3,1, h0;1,2,3, và f0 được biểu diễn bằng các chu

trình có trội âm. Vì ảnh của các chu trình này qua ϕ̃Fp
3 là tầm thường trong R3 nên

ảnh của những phần tử này qua ϕFp
3 cũng tầm thường.

Theo Mệnh đề 2.4.3,

ϕ
Fp
3 (hi;1,3,1) = ϕ

Fp
3 ((P0)i(h0;1,3,1)) = (P0)i(ϕ

Fp
3 (h0;1,3,1)) = 0, i ≥ 0.

Bằng lập luận tương tự, ta có ϕFp
3 (hi;1,2,3) = 0 với i ≥ 0 và ϕFp

3 (fi) = 0 với i ≥ 1.

Từ chứng minh của Định lý 3.1.2, ta có ϕ̃
Fp
2 (λ1

2pi+1−1λ
1
pi−1) = 0 với i ≥ 0 và

ϕ̃
Fp
2 (λ1

1λ
0
−1) = 0. Do đó, dựa vào Bổ đề 3.1.5, ta thu được

• ϕ̃Fp
3 (λ1

2pi+1−1λ
1
pi−1λ

1
pj−1) = 0,

• ϕ̃Fp
3 (λ1

2pi+1−1λ
1
pi−1λ

0
−1) = 0,

• ϕ̃Fp
3 (λ1

pj−1λ
1
1λ

0
−1) = 0,

• ϕ̃Fp
3 (λ1

3p−1λ
1
1λ

0
−1) = 0,

• ϕ̃Fp
3 (λ1

2p2−1λ
1
1λ

0
−1) = 0.

Kéo theo ảnh của các phần tử hi;2,1hj , hi;2,1α0, hjρ, h′3,2,1 và h′2,2,1 là tầm thường

dưới ánh xạ ϕFp
3 .

Dựa trên Định lý 3.1.2, ta có ϕ̃Fp
2 (Li) = βQ(p−1)piβQpi. Do đó, ta thu được
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• ϕ̃Fp
3 (Liλpj) = −βQ(p−1)piβQpiβQpj ,

• ϕ̃Fp
3 (Liλ

0
−1) = −Q(p−1)piβQpiQ0.

Bởi vì vế phải của công thức đầu tiên là phần tử có trội không âm với i, j ≥ 0, suy

ra ϕFp
3 (λ̃ihj) = 0.

Dựa vào chứng minh Định lý 3.1.2, βQiQ0 = 0 ∈ R2, vì vậy vế phải của công

thức thứ hai là tầm thường trong R3. Suy ra ϕFp
3 (α0λ̃i) = 0. Bằng lập luận tương tự,

ta cũng nhận được ϕFp
3 (α2

0hi) = 0.

Từ những chứng minh trên, ta có ϕ̃Fp
2 (λ1

2p−1λ
1
0) = 0 và ϕ̃Fp

2 (λ1
p−1λ

1
1) = 0. Do đó,

• ϕ̃Fp
3 (λ1

3p2−1λ
1
2p−1λ

1
0) = 0,

• ϕ̃Fp
3 (λ1

2p3−1λ
1
2p−1λ

1
0) = 0,

• ϕ̃Fp
3 (λ1

2p2−1λ
1
p−1λ

1
1) = 0.

Nó kéo theo ϕFp
3 (h0;3,2,1) = 0, ϕFp

3 (h0;2,2,1) = 0 và ϕFp
3 (h0;2,1,2) = 0, do đó, sử dụng

Mệnh đề 2.4.3, ta có ϕFp
3 (hi;3,2,1) = 0, ϕFp

3 (hi;2,2,1) = 0 và ϕFp
3 (hi;2,1,2) = 0 với i ≥ 0.

Áp dụng quan hệ Adem, trongR2 ta có βQ3Q0 = 0 và βQ6Q0 = 0, do đó,

• ϕ̃Fp
3 (λ1

2(λ
0
−1)

2) = −βQ3Q0Q0 = 0,

• ϕ̃Fp
3 (λ1

5(λ
0
−1)

2) = −βQ6Q0Q0 = 0.

Kết quả là, ϕFp
3 (%3) = 0 và ϕFp

3 (%′3) = 0.

Bằng kiểm tra trực tiếp, sử dụng Mệnh đề 2.2.5, ta có

ϕ̃
Fp
3 (N) = −

p−1∑
j=1

(−1)j

j
×

×
(

2βQjpβQ2p2−jpβQp + 2βQp2+jpβQp2−jpβQp − βQ2p2

βQjβQp−j
)
.

Vì hai số hạng đầu tiên của vế phải của công thức có trội âm nên

ϕ̃
Fp
3 (N) =

p−1∑
j=1

(−1)j

j
βQ2p2

βQjβQp−j.

Dễ thấy rằng βQjβQp−j = 0 với j < p− 1, do đó,

ϕ̃
Fp
3 (N) = −βQ2p2

βQp−1βQ1.
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Áp dụng quan hệ Adem, ta có

βQ2p2

βQp−1 =
∑
i

(−1)2p2+i+1

(
(p− 1)(i+ 1− p)− 1

pi− 2p2 − 1

)
βQ2p+p−1−iβQi.

Vì pi ≥ 2p2 + 1 nên pi = 2p2 + pa với a ≥ 1 nào đó. Trong trường hợp này, ta có

e(βQ2p+p−1−iβQi) = 2(2p2 + p− 1− i)− 2(p− 1)i = 4p2 + 2p− 2− 2pi

= 4p2 + 2p− 2− 4p2 − 2pa = 2p− 2pa− 2 < 0.

Do đó, βQ2p2

βQp−1 = 0 và khi đó ϕ̃Fp
3 (N) = 0. Suy ra ϕFp

3 (g1) = 0 và vì thế

ϕ
Fp
3 (gi) = 0 với i ≥ 1.

Cuối cùng, dễ dàng kiểm tra ϕFp
3 (α3

0) = −Q0Q0Q0 6= 0 ∈ R3.

Định lý đã được chứng minh.

3.2. Đối đồng điều của đại số Steenrod

Trong phần này, chúng tôi xây dựng một dãy phổ trên phức Λ ⊗ H̃∗(BZ/p).

Dãy phổ này được xem là phiên bản tổng quát của dãy phổ đã được Cohen-Lin-

Mahowald [20], Lin [39], Chen [11] sử dụng cho trường hợp p là số nguyên tố lẻ.

Sau đó, chúng tôi sử dụng dãy phổ này để tính đối đồng điều của đại số Steenrod

Exts,s+t
A

(H̃∗(BZ/p),Fp) và sử dụng kết quả này để khảo sát dáng điệu của đồng cấu

Lannes-Zarati trong trường hợp M = H̃∗(BZ/p) với p là số nguyên tố lẻ nếu không

có đề cập gì khác. Những kết quả này được chúng tôi công bố trong Chơn-Như [18].

Dãy phổ trên phức Λ⊗ H̃∗(BZ/p)

Chúng tôi xây dựng một dãy phổ để tính Exts,s+t
A

(H̃∗(BZ/p),Fp). Chú ý rằng dãy

phổ được định nghĩa cho tất cả các A -môđun kiểu hữu hạn. Tuy nhiên, ở đây chúng

tôi chỉ thực hiện cho M = H̃∗(BZ/p).

Cho F n := F n(Λ ⊗ H̃∗(BZ/p)), n ≥ 0 là lọc trên phức Λ ⊗ H̃∗(BZ/p) (phức

này đã được mô tả trong phần 2.4), trong đó F 0(Λ⊗ H̃∗(BZ/p)) := 0 và với n > 0,

F n(Λ⊗ H̃∗(BZ/p)) := {λ⊗ h ∈ Λ⊗ H̃∗(BZ/p) : |h| ≤ n}.

Theo (2.7), rõ ràng F n(Λ ⊗ H̃∗(BZ/p)) là một phức con của Λ ⊗ H̃∗(BZ/p) thỏa

mãn ∪nF n(Λ ⊗ H̃∗(BZ/p)) = Λ ⊗ H̃∗(BZ/p) và ∩nF n(Λ ⊗ H̃∗(BZ/p)) = 0.
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Do đó, lọc này sinh ra một dãy phổ hội tụ đến Exts,s+t
A

(H̃∗(BZ/p),Fp). Vi phân

dr : En,s,t
r

// En−r,s+1,t−1
r là một Fp-ánh xạ tuyến tính.

Trong dãy phổ này, n là bậc lọc, s là bậc đồng điều, t là bậc trong và s + t là bậc

tổng.

Dễ thấy, En,s,t
0 = (F n(Λs ⊗ H̃∗(BZ/p))/F n−1(Λs ⊗ H̃∗(BZ/p)))t ∼= ΣnΛs, do

đó,

En,s,t
1 = H∗(En,s,t

0 ) ∼= Σn Exts,s+t−n
A

(Fp,Fp),

và En,s,t
∞
∼= (F nHs(Λ⊗ H̃∗(BZ/p))/F n−1Hs(Λ⊗ H̃∗(BZ/p)))t, trong đó

F nHs(Λ⊗H̃∗(BZ/p)) := im
(
Hs(F n(Λ⊗ H̃∗(BZ/p))) //Hs(Λ⊗ H̃∗(BZ/p))

)
.

Do đó, ⊕n≥1E
n,s,t
∞
∼= Exts,s+t

A
(H̃∗(BZ/p),Fp).

Đối đồng điều của đại số Steenrod

Ký hiệu, E∗,s,∗r = ⊕n,tEn,s,t
r và E∗,s,∗∞ = ⊕n,tEn,s,t

∞ .

Dễ dàng kiểm tra được trang E∗,0,∗1 có một Fp-cơ sở gồm tất cả các phần tử có

dạng

• aεb[t], t+ ε ≥ 1.

Dựa trên các kết quả của Liulevicius [42] và Aikawa [4], ta có trang E∗,1,∗1 có một

Fp-cơ sở gồm tất cả các phần tử

• α0a
εb[t] = [λ0

−1a
εb[t]], t+ ε ≥ 1,

• hiaεb[t] = [λ1
pi−1a

εb[t]], i ≥ 0, t+ ε ≥ 1;

và trang E∗,2,∗1 có một Fp-cơ sở gồm tất cả các phần tử

• hihjaεb[t] = [λ1
pi−1λ

1
pj−1a

εb[t]], 0 ≤ i < j − 1, t+ ε ≥ 1;

• α0hia
εb[t] = [λ1

pi−1λ
0
−1a

εb[t]], i ≥ 1, t+ ε ≥ 1;

• α2
0a
εb[t] = [(λ0

−1)
2aεb[t]], t+ ε ≥ 1;

• hi;2,1aεb[t] = [λ1
2pi+1−1λ

1
pi−1a

εb[t]], i ≥ 0;

• hi;1,2aεb[t] = [λ1
pi+1−1λ

1
2pi−1a

εb[t]], i ≥ 0, t+ ε ≥ 1;
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• ρaεb[t] = [λ1
1λ

0
−1a

εb[t]], t+ ε ≥ 1;

• λ̃iaεb[t] =
[∑(p−1)

j=1
(−1)j+1

j λ1
(p−j)pi−1λ

1
jpi−1a

εb[t]
]
, i ≥ 0, t+ ε ≥ 1.

Ta viết α // β có nghĩa là α và β sống đến trang Er và dr(α) = β với một r nào

đó, do đó, cả α và β không sống đến trang vô cùng E∗,s,∗∞ . Trong trường hợp này, phần

tử β là ảnh của phần tử α qua vi phân dr và β được gọi là biên.

Ví dụ, ta viết

ab[(mp+k)pi−1] // − (k + 1)hiab
[((m−1)p+k+1)pi−1], với i ≥ 0, 1 ≤ k ≤ p− 1,m ≥ 1,

nghĩa là

dpi(p−1)(ab
[(mp+k)pi−1]) = −(k + 1)hiab

[((m−1)p+k+1)pi−1].

Hơn nữa, với bất kỳ số nguyên không âm n, ta có thể viết n = mp+ k với m ≥ 0

và 0 ≤ k ≤ p− 1.

Vi phân E∗,0,∗r
dr−→ E∗,1,∗r được cho bởi bổ đề sau đây

Bổ đề 3.2.1. Vi phân không tầm thường E∗,0,∗r
dr−→ E∗,1,∗r được cho bởi danh sách sau

đây:

(3.2.1.1) b[t] // α0ab
[t−1], với t ≥ 1;

(3.2.1.2) ab[(mp+k)pi−1] //−(k+1)hiab
[((m−1)p+k+1)pi−1], với i ≥ 0, 1 ≤ k ≤ p−1,

m ≥ 1.

Đầu tiên ta cần xác định nhóm mở rộng Ext0
A

(H̃∗(BZ/p),Fp).

Định lý 3.2.2 (Chơn-Như [18, Định lý 5.3], Crossley [21, Định lý 1.1]). Nhóm mở

rộng Ext0,t
A

(H̃∗(BZ/p),Fp) có một Fp-cơ sở gồm tất cả các phần tử

1. ĥi :=
[
ab[(p−1)pi−1]

]
∈ Ext0,2(p−1)pi−1

A
(H̃∗(BZ/p),Fp), i ≥ 0;

2. ĥi(k) :=
[
ab[kpi−1]

]
∈ Ext0,2kpi−1

A
(H̃∗(BZ/p),Fp), i ≥ 0, 1 ≤ k < p− 1.

Chứng minh. Từ công thức (3.2.1.2) suy ra phần tử ab[kpi−1] là một chu trình vĩnh cửu

và sống đến trang vô cùng E∗,0,∗∞ với i ≥ 0 và 1 ≤ k ≤ p − 1. Định lý được chứng

minh.

Vi phân E∗,1,∗r
dr−→ E∗,2,∗r được cho bởi bổ đề sau đây.
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Bổ đề 3.2.3. Những vi phân không tầm thường E∗,1,∗r
dr−→ E∗,2,∗r được cho bởi danh

sách sau đây:

(3.2.3.1) α0b
[t] // α2

0ab
[t−1], với t ≥ 1;

(3.2.3.2) α0ab
[mp+k] // − (k+2

2 )ρab[(m−2)p+k+2], với 0 ≤ k < p− 2,m ≥ 2;

(3.2.3.3) α0ab
[(mp+k)pi−1] // (k + 1)α0hiab

[((m−1)p+k+1)pi−1], với i ≥ 1,m ≥ 1;

(3.2.3.4) α0ab
[(mp+k)pi−p+p−2] //(k+1)α0hiab

[((m−1)p+k+1)pi−p+p−2], với i ≥ 1,m ≥
1;

(3.2.3.5) hib[t] // − hiα0ab
[t−1], với i ≥ 1, t ≥ 1;

(3.2.3.6) h0b
[mp+`] // 1

2(`− 1)ρab[(m−1)p+`], với m ≥ 1 và ` 6= 1;

(3.2.3.7) h0b
[(mp+e)pi−p2+kp+1] // − (e + 1)h0hib

[((m−1)p+e+1)pi−p2+kp+1], với i ≥
2,m ≥ 0;

(3.2.3.8) hiab[(mp+k)pj−1] // − (k + 1)hihjab
[((m−1)p+k+1)pj−1], với i ≥ 1,m ≥

1, 0 ≤ j < i;

(3.2.3.9) hiab[(mp+k)pi−1+pi−1−1] // − (k+2
2 )hi−1;1,2ab

[((m−2)p+k+2)pi−1+pi−1−1], với

i ≥ 1,m ≥ 1;

(3.2.3.10) hiab[(mp+k)pi+(p−1)pi−1−1] // − 1
2(k − 1)hi−1;2,1ab

[((m−1)p+k)pi+pi−1], với

i ≥ 1,m ≥ 1;

(3.2.3.11) hiab[(mp+k)pi+2+rpi+1+pi+u] //(r+2
2 )hi;2,1ab

[(mp+k−2)pi+2+(r+2)pi+1+pi+u], với

i ≥ 1,m ≥ 0, u = (p− 1)pi−1 − 1;

(3.2.3.12) hiab[(mp+k)pj−pi+2+v] //−(k+1)hihjab
[((m−1)p+k+1)pj−pi+2+v], với j−2 ≥

i ≥ 1,m ≥ 1, v = (p− 2)pi+1 + pi + (p− 1)pi−1 − 1;

(3.2.3.13) hiab[(mp+k)pj−pi+1+pi+u] // − (k+ 1)hihjab
[((m−1)p+k+1)pj−pi+1+pi+u], với

j − 2 ≥ i ≥ 1,m ≥ 0, u = (p− 1)pi−1 − 1;

(3.2.3.14) hiab[(mp+k)pi+1+pi−1] // λ̃iab
[((m−1)p+k+2)pi+1−1], với i ≥ 0,m ≥ 1;

(3.2.3.15) hiab[mpi+2+kpi+1+epi+pi−1] // (k+2)(e+1)
2 hi;1,2ab

[(m−1)pi+2+kpi+1+(e+1)pi+pi−1],

với i ≥ 0,m ≥ 0;

(3.2.3.16) hiab[(mp+`)pj−pi+2+w] //−(`+1)hihjab
[((m−1)p+`+1)pj−pi+2+w], với j−2 ≥

i ≥ 0,m ≥ 1, w = (p− 2)pi+1 + epi + pi − 1;

(3.2.3.17) hiab[(mp+`)pj−pi+2+kpi+1+x] //−(`+1)hihjab
[((m−1)p+`+1)pj−pi+2+kpi+1+x],

với j − 2 ≥ i ≥ 0, m ≥ 1, k 6= p− 2, x = pi+1 − 1.
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Chứng minh. Bổ đề này được chứng minh bằng cách tính toán trực tiếp trong phức

dây chuyền Λ⊗ H̃∗(BZ/p) và trong dãy phổ.

Chứng minh công thức (3.2.3.1). Rõ ràng, trong Λ⊗ H̃∗(BZ/p),

d(λ0
−1b

[t]) = λ0
−1λ

0
−1ab

[t−1] mod F 2(t−1),

với t ≥ 1. Do đó, trong dãy phổ ta nhận được công thức.

Chứng minh công thức (3.2.3.2). Bằng cách tính trực tiếp, ta có, trong Λ⊗H̃∗(BZ/p),

d

(
λ0
−1ab

[mp+k] + (k + 1)λ0
0ab

[(m−1)p+k+1] +

(
k + 2

2

)
λ0

1ab
[(m−2)p+k+2]

)
=

−
(
k + 2

2

)
λ1

1λ
0
−1ab

[(m−2)p+`+2] mod F 2((m−2)p+k+2),

với 0 ≤ k < p− 2,m ≥ 2. Do đó, trong dãy phổ ta nhận được công thức.

Chứng minh công thức (3.2.3.3). Bằng cách tính trực tiếp, ta lại có, trong Λ ⊗
H̃∗(BZ/p),

d(λ0
−1ab

[(mp+k)pi−1]) = (k + 1)λ0
−1λ

1
pi−1ab

[((m−1)p+k+1)pi−1] mod F 2k1,

với i ≥ 1, ở đây k1 = ((m− 1)p+ k + 1)pi − 1. Do đó, công thức (3.2.3.3) đã được

chứng.

Chứng minh công thức (3.2.3.4). Dễ thấy, trong Λ⊗ H̃∗(BZ/p),

d(λ0
−1ab

[(mp+k)pi−p+p−2] + λ0
0ab

[(mp+k)pi−p−1]) =

(k + 1)λ0
−1λ

1
pi−1ab

[((m−1)p+k+1)pi−p+p−2] mod F 2k2,

với i ≥ 1, ở đây k2 = ((m − 1)p + k + 1)pi − p + p − 2. Do đó, trong dãy phổ ta

nhận được công thức (3.2.3.4).

Chứng minh công thức (3.2.3.5). Tượng tự như (3.2.3.1), trong Λ⊗ H̃∗(BZ/p)

d(λ1
pi−1b

[t]) = −λ1
pi−1λ

0
−1ab

[t−1] mod F 2(t−1),

với i ≥ 1, t ≥ 1. Nghĩa là, trong dãy phổ công thức (3.2.3.5) đúng.

Chứng minh công thức (3.2.3.6). Trong Λ⊗ H̃∗(BZ/p), ta có

d

(
λ1

0b
[kp+`] +

1

2
(`+ 1)λ1

1b
[(k−1)p+`+1]

)
=

1

2
(`− 1)λ1

1λ
0
−1ab

[(k−1)p+`] mod F 2((k−1)p+`),
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với k ≥ 1 và ` 6= 1. Cho nên, ta thu được công thức (3.2.3.6) trong dãy phổ.

Chứng minh công thức(3.2.3.7). Đặt s = (mp+ e)pi với m ≥ 0 và 0 ≤ e ≤ p− 1.

Bằng tính toán trực tiếp, trong Λ⊗ H̃∗(BZ/p), ta có

d

(
p−1∑
j=0

λ1
jb

[s−p2+(k−j)p+j+1] + C1 + · · ·+ Cp−k−1

)
=

− (e+ 1)λ1
0λ

1
pi−1b

[((m−1)p+e+1)pi−p2+kp+1]

mod F 2(((m−1)p+e+1)pi−p2+kp+1)−1,

ở đây

Cn =

p−1∑
`=0

(
p+ k + n− `

n

)
λ1
np+`b

[s−(n+1)p2+(k+n−`)p+`+1],

với i ≥ 2 và m ≥ 1. Khi đó, ta thu được kết quả tương ứng trong dãy phổ.

Chứng minh công thức(3.2.3.8). Hiển nhiên.

Chứng minh công thức(3.2.3.9). Trong Λ ⊗ H̃∗(BZ/p), bằng cách tính trực tiếp ta

có

d
(
λ1
pi−1ab

[(mp+k)pi−1+pi−1−1]
)

= −(k + 1)λ1
pi−1λ

1
pi−1−1ab

[((m−1)p+k+1)pi−1+pi−1−1]

−
(
k + 2

2

)
λ1
pi−1λ

1
2pi−1−1ab

[((m−2)p+k+2)pi−1+pi−1−1]

mod F 2(((m−2)p+k+2)pi−1+pi−1−1),

với i ≥ 1 vàm ≥ 1. Từ λ1
pi−1λ

1
pi−1−1 = 0 trong Λ và số hạng thứ hai của công thức đại

diện cho phần tử hi−1;1,2ab
[((m−2)p+k+2)pi−1+pi−1−1] trong dãy phổ, ta thu được công

thức (3.2.3.9).

Chứng minh công thức (3.2.3.10). Trong Λ⊗ H̃∗(BZ/p), đặt s = (m− 1)p+ k với

m ≥ 1 và 0 ≤ k ≤ p− 1, ta có,

d
(

2λ1
pi−1ab

[(mp+k)pi+(p−1)pi−1−1] + (k + 1)λ1
2pi−1ab

[(s+1)pi+(p−1)pi−1−1]
)

=

((k + 1)λ1
2pi−1λ

1
pi−1−1 + 2kλ1

pi−1λ
1
pi+pi−1−1)ab

[spi+pi−1] mod F 2(spi+pi−1),

với i ≥ 1 vàm ≥ 1. Theo quan hệ Adem, trong Λ, vì λ1
2pi−1λ

1
pi−1−1+λ

1
pi−1λ

1
pi+pi−1−1 =

0 và phần tử λ1
2pi−1λ

1
pi−1−1ab

[spi+pi−1] đại diện cho phần tử hi−1;2,1ab
[spi+pi−1] trong

dãy phổ nên ta thu được công thức.
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Chứng minh công thức (3.2.3.11). Đặt u = (p− 1)pi−1− 1. Trong Λ⊗ H̃∗(BZ/p),

sử dụng quan hệ Adem, ta nhận được vi phân của các phần tử

λ1
pi−1ab

[(mp+k)pi+2+rpi+1+pi+u] +

p−1∑
j=2

λ1
jpi−1ab

[(mp+k)pi+2+(r−j+1)pi+1+jpi+u]

+ (r + 1)λ1
pi+1+pi−1ab

[(mp+k−1)pi+2+(r+1)pi+1+pi+u]

+

(
r + 2

2

)
λ1

2pi+1+pi−1ab
[(mp+k−2)pi+2+(r+2)pi+1+pi+u]

bằng với(
r + 2

2

)
λ1

2pi+1−1λ
1
pi−1ab

[(mp+k−2)pi+2+(r+2)pi+1+pi+u]

mod F 2((mp+k−2)pi+2+(r+2)pi+1+pi+u),

với i ≥ 1 và m ≥ 0.

Vì λ1
2pi+1−1λ

1
pi−1ab

[(mp+k−2)pi+2+(r+2)pi+1+pi+u] đại diện cho

hi;2,1ab
[(mp+k−2)pi+2+(r+2)pi+1+pi+u] trong dãy phổ nên ta thu được công thức.

Chứng minh công thức (3.2.3.12). Trong Λ⊗ H̃∗(BZ/p), với u = (p− 1)pi−1 − 1

và v′ = (mp+ k)pj , vi phân của phần tử

λ1
pi−1ab

[v′−pi+2+(p−2)pi+1+pi+u] +

p−1∑
`=2

λ1
`pi−1ab

[v′−pi+2+(p−1−`)pi+1+`pi+u]

− λ1
pi+1+pi−1ab

[v′−2pi+2+(p−1)pi+1+pi+u]

bằng với

−(k + 1)λ1
pi−1λ

1
pj−1ab

[((m−1)p+k+1)pj−pi+2+(p−2)pi+1+pi+u] mod F 2u1,

với 1 ≤ i ≤ j−2 vàm ≥ 1, ở đây u1 = ((m−1)p+k+1)pj−pi+2+(p−2)pi+1+pi+u.

Do đó, trong dãy phổ ta thu được công thức

Chứng minh công thức (3.2.3.13). Trong Λ ⊗ H̃∗(BZ/p), với j − 2 ≥ i ≥ 1 và

u = (p− 1)pi−1 − 1, ta có,

d

(
λ1
pi−1ab

[v−pi+1+pi+u] +

p−1∑
`=2

λ1
`pi−1ab

[v−`pi+1+`pi+u]

)
− (k + 1)λ1

pi−1λ
1
pj−1ab

[((m−1)p+k+1)pj−pi+1+pi+u] mod F 2u2,
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với m ≥ 1, ở đây u2 = ((m− 1)p+ k + 1)pj − pi+1 + pi + u. Do đó trong dãy phổ,

công thức (3.2.3.13) được chứng minh

Chứng minh công thức (3.2.3.14). Trong Λ ⊗ H̃∗(BZ/p), bằng cách tính trực tiếp

ta thu được

d

(
λ1
pi−1ab

[(mp+k)pi+1+pi−1] +

p−1∑
j=2

1

j
λ1
jpi−1ab

[(mp+k−j+1)pi+1+(j−1)pi+pi−1]

)

=

p−1∑
j=1

(−1)j+1

j
λ1

(p−j)pi−1λ
1
jpi−1ab

[((m−1)p+k+2)pi+1−1] mod F 2(((m−1)p+k+2)pi+1−1),

với i ≥ 0 và m ≥ 1.

Vì vế phải của công thức đại diện cho λ̃iab[((m−1)p+k+2)pi+1−1] nên ta có điều phải

chứng minh.

Chứng minh công thức (3.2.3.15). Trong Λ⊗ H̃∗(BZ/p), ta có vi phân của

λ1
pi−1ab

[mpi+2+kpi+1+epi+pi−1] +

p−e∑
j=2

(e+j−1
j−1 )

j
λ1
jpi−1ab

[mpi+2+(k−j+1)pi+1+(e+j)pi−1]

+ (k + 1)λ1
pi+1+pi−1ab

[(m−1)pi+2+(k+1)pi+1+epi+pi−1]

+
1

2
k(e+ 1)λ1

pi+1+2pi−1ab
[(m−1)pi+2+kpi+1+(e+1)pi+pi−1]

bằng với

1

2
k(e+ 1)λ1

pi+1−1λ
1
2pi−1ab

[(m−1)pi+2+kpi+1+(e+1)pi+pi−1]

− (e+ 1)λ1
pi+1+pi−1λ

1
pi−1ab

[(m−1)pi+2+kpi+1+(e+1)pi+pi−1]

mod F 2((m−1)pi+2+kpi+1+(e+1)pi+pi−1),

với i ≥ 0 và m ≥ 1.

Áp dụng quan hệ Adem, ta có λ1
pi+1−1λ

1
2pi−1 + λ1

pi+1+pi−1λ
1
pi−1 = 0. Do đó, trong

dãy phổ ta thu được công thức.

Chứng minh công thức (3.2.3.16). Trong Λ ⊗ H̃∗(BZ/p), với j − 2 ≥ i ≥ 0, r >
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0,m ≥ 1 và u = pi − 1, vi phân của

λ1
pi−1ab

[(mp+`)pj−pi+2+(p−2)pi+1+epi+u]+

p−e∑
j=2

(e+j−1
j−1 )

j
λ1
jpi−1ab

[(mp+`)pj−pi+2+(p−1−j)pi+1+(e+j−1)pi+u]

− λ1
pi+1+pi−1ab

[(mp+`)pj−2pi+2+(p−1)pi+1+epi+u]

− (e+ 1)λ1
pi+1+2pi−1ab

[(mp+`)pj−2pi+2+(p−2)pi+1+(e+1)pi+u]

bằng với

− (`+ 1)λ1
pi−1λ

1
pj−1ab

[((m−1)p+`+1)pj−pi+2+(p−2)pi+1+epi+u]

mod F 2(((m−1)p+`+1)pj−pi+2+(p−2)pi+1+epi+u).

nghĩa là trong dãy phổ ta nhận được công thức.

Chứng minh công thức (3.2.3.17). Bằng cách tương tự, trong Λ ⊗ H̃∗(BZ/p), với

j − 2 ≥ i ≥ 0,m ≥ 1 và k 6= p− 2, ta cũng có vi phân của

λ1
pi−1ab

[(mp+`)pj−pi+2+kpi+1+pi+1−1]+

(k + 1)λ1
pi+1+pi−1ab

[(mp+`)pj−2pi+2+(k+1)pi+1+pi+1−1]

bằng với

− (`+ 1)λ1
pi−1λ

1
pj−1ab

[((m−1)p+`+1)pj−pi+2+kpi+1+pi+1−1]

mod F 2(((m−1)p+`+1)pj−pi+2+kpi+1+pi+1−1).

Do đó, ta nhận được công thức trong dãy phổ.

Vì E∗,1,∗∞
∼= Ext1,1+∗

A
(H̃∗(BZ/p),Fp) như là Fp-không gian véctơ nên để tính

nhóm mở rộng Ext1,1+∗
A

(H̃∗(BZ/p),Fp) trước hết chúng tôi tính Fp-cơ sở của E∗,1,∗∞ .

Mệnh đề 3.2.4 (Chơn-Như [18, Mệnh đề A.3]). Trang vô cùng E∗,1,∗∞ có một Fp-cơ sở

bao gồm tất cả các phần tử được cho trong Bảng 3.1.

Chứng minh. Từ công thức (3.2.3.1), phần tử α0b
[t] không phải là một chu trình vĩnh

cửu. Do đó, ta chỉ cần xem xét các phần tử α0ab
[t] với t ≥ 0, hib[t], i ≥ 0, t > 0 và

hiab
[t], i ≥ 0, t ≥ 0.
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Bảng 3.1: Phần tử sinh của E∗,1,∗∞
Phần tử Phần tử đại diện t Vùng chỉ số
α0ĥi α0ab

[(p−1)pi−1] 2(p− 1)pi − 1 i ≥ 1

α0ĥi(k) α0ab
[kpi−1] 2kpi − 1 i ≥ 1, 1 ≤ k < p− 1

α̂(`) α0ab
[p+`] 2(p+ `) + 1 0 ≤ ` < p− 2

hiĥi(1) hiab
[pi−1] 2(p− 1)pi + 2pi − 2 i ≥ 0

hiĥj hiab
[(p−1)pj−1] 2(p− 1)(pi + pj)− 2 0 ≤ j, i; j 6= i, i+ 1

hiĥj(k) hiab
[kpj−1] 2(p− 1)pi + 2kpj − 2 0 ≤ j, i; j 6= i, i+ 1

1 ≤ k < p− 1

d̂i(k) hiab
[kpi+(p−1)pi−1−1] 2(p− 1)(pi + pi−1) i ≥ 1, 1 ≤ k ≤ p− 1

+2kpi − 2

k̂i(k) hiab
[kpi+1+pi−1] 2(k + 1)pi+1 − 2 i ≥ 0, 1 ≤ k < p− 1

p̂i(k) hiab
[(p−1)pi+1+(k+1)pi−1] 2(p− 1)(pi + pi+1) i ≥ 0, 1 ≤ k < p− 1

+2(k + 1)pi − 2

Trường hợp α0ab
[t] với t ≥ 0

Từ (3.2.3.2), suy ra α0ab
[k] với 0 ≤ k ≤ p− 1 và α0ab

[p+k] với 1 ≤ k ≤ p− 1, là

các chu trình vĩnh cửu. Phần tử đầu tiên là ảnh b[k+1] qua vi phân. Do đó, ta có quan

hệ sau đây:

α0ĥ0 = 0; α0ĥ0(k) = 0, 1 ≤ k < p− 1. (3.1)

Phần tử thứ hai cũng là ảnh của b[b+k+1] qua vi phân. Tuy nhiên, trong Λ ⊗
H̃∗(BZ/p), ta có

d(b[p+k+1]) = λ0
−1ab

[p+k] + (k + 2)λ1
0b

[k+2] mod F 2(k+2)−1. (3.2)

Trong Λ vì λ1
0λ

0
−1 = 0 nên λ1

0b
[k+2] là một chu trình với k < p− 2. Do đó, h0b

[k+2]

là một chu trình vĩnh cửu trong dãy phổ và khi đó α0ab
[p+k] sống đến trang vô cùng

E∗,1,∗∞ được biểu diễn bởi h0b
[k+2] ở bậc lọc thấp hơn.

Từ (3.2), dễ thấy α0ab
[2p−2] không sống đến trang vô cùng E∗,1,∗∞ .

Với k = p − 1, vì λ0
−1ab

[2p−1] là một chu trình trong Λ ⊗ H̃∗(BZ/p), từ (3.2), ta

suy ra hib[p+1] = [λ1
0b

[p+1]] là một chu trình vĩnh cửu trong dãy phổ. Do đó, α0ab
[2p−1]

sống đến trang E∗,1,∗∞ .

Từ (3.2.3.2), ta chỉ cần xem xét hai phần tử α0ab
[np+p−1] và α0ab

[np+p−2] với n ≥ 2.

Phần tử đầu tiên có thể được viết dưới dạng α0ab
[(mp+k)pi−1] với i ≥ 1 và phần tử thứ

hai được viết dưới dạng α0ab
[(mp+k)pi−p+p−2] với i ≥ 1.

67



Hơn nữa, theo các công thức (3.2.3.3) và (3.2.3.4), ta thấy những phần tử này sẽ

là các chu trình vĩnh cửu nếu và chỉ nếu m = 0. Điều này có nghĩa là những phần tử

α0ab
[kpi−1] và α0ab

[kpi−p+p−2], với 1 ≤ k ≤ p− 1, là các chu trình vĩnh cửu.

Từ (3.2.1.1), dễ dàng thấy được α0ab
[kpi−1] và α0ab

[kpi−p+p−2] lần lượt là ảnh của

b[kpi] và b[kpi−1] qua vi phân. Tuy nhiên, trong Λ⊗ H̃∗(BZ/p), ta có

d(b[kpi]) = λ0
−1ab

[kpi−1] + λ1
0b

[kpi−p+1] mod F 2(kpi−p+1)−1; (3.3)

và

d(b[kpi−1]) = λ0
−1ab

[kpi−p+p−2].

Từ công thức thức thứ hai ta suy ra phần tử α0ab
[kpi−p+p−2] không sống đến trang

vô cùng E∗,1,∗∞ . Bởi vì λ1
0b

[kpi−p+1] đại diện cho h0b
[kpi−p+1] và λ0

−1ab
[kpi−1] là một

chu trình trong Λ ⊗ H̃∗(BZ/p), theo đó h0b
[kpi−p+1] là một chu trình vĩnh cửu trong

dãy phổ. Do đó, α0ab
[kpi−1] sống mãi và đại diện cho những phần tử α0ĥi 6= 0 và

α0ĥi(k) 6= 0 với i ≥ 1 và 1 ≤ k < p− 1.

Từ những kết quả trên, ta thu được ba phần tử đầu tiên trong bảng 3.1.

Trường hợp hib[m] với t > 0

Từ công thức (3.2.3.5), ta chỉ cần xem xét phần tử h0b
[t] với t ≥ 1. Đặt t = mp+ `.

Theo (3.2.3.6), khi m = 0, phần tử h0b
[`], 1 ≤ ` ≤ p − 1 là một chu trình vĩnh cửu.

Hơn nữa, nó là ảnh của b[p+`−1] qua vi phân. Mặt khác, trong Λ⊗ H̃∗(BZ/p), ta có

d
(
b[p+`−1]

)
= λ0

−1ab
[p−1+`−1] + `λ1

0b
[`] mod F 2`−1.

Kéo theo h0b
[`] sống đến trang vô cùngE∗,1,∗∞ và đại diện cho phần tử 1

`α0ab
[p+`−2].

Với m ≥ 1, theo (3.2.3.6) ta chỉ cần xem xét trường hợp ` = 1. Điều này có nghĩa

là ta chỉ cần xem xét những phần tử có dạng h0b
[(mp+e)pi−p2+kp+1].

Theo (3.2.3.7), khim = 0, phần tử h0b
[epi−p2+kp+1] là một chu trình vĩnh cửu trong

dãy phổ.

Với k = p − 1, dựa vào (3.3), ta thấy rằng h0b
[epi−p+1] đại diện cho phần tử

−α0ĥi(e) 6= 0.
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Với k < p−1, dễ thấy h0b
[epi−p2+kp+1] là ảnh của b[epi−p2+(k+1)p] qua vi phân. Hơn

nữa, trong Λ⊗ H̃∗(BZ/p), ta có

d
(
b[epi−p2+(k+1)p]

)
= λ0

−1ab
[epi−p2+(k+1)p−1]

+

p−1∑
j=1

λ1
j−1b

[epi−p2+(k−j+1)p+j]

+ (k + 2)λ1
p−1b

[epi−2p2+(k+2)p] mod F 2(epi−2p2+(k+2)p)−1.

Bởi vì số hạng đầu tiên của vế phải của công thức đại diện cho α0ab
[epi−p2+(k+1)p−1],

những phần tử này không sống đến trang vô cùng E∗,1,∗∞ (xem trường hợp đầu tiên),

kéo theo h0b
[epi−p2+kp+1] cũng không sống đến trang vô cùng E∗,1,∗∞ .

Do đó, trong trường hợp này ta không có thêm bất kỳ phần tử sinh mới nào.

Trường hợp hiab[t] với t ≥ 0

Đầu tiên, ta xét trường hợp i ≥ 1. Từ công thức (3.2.3.8), suy ra hiab[kpj−1] với

0 ≤ j < i, 1 ≤ k < p− 1 là một chu trình vĩnh cửu. Dễ thấy, hiab[kpj−1] không phải

là biên. Do đó, nó đại diện cho những phần tử hiĥj 6= 0 với 0 ≤ j < i và hiĥj(k) 6= 0

với 0 ≤ j < i, 1 ≤ k < p− 1.

Vì (k+2
2 ) = 0 khi và chỉ khi k = p− 2 hoặc k = p− 1, từ (3.2.3.9), để hoàn thành

chứng minh ta chỉ cần xem xét ba trường hợp sau:

(i) hiab[mpi+(p−1)pi−1−1] với i ≥ 1,m ≥ 1;

(ii) hiab[mpi+pi−1] với i ≥ 1,m ≥ 1;

(iii) hiab[pi−1].

Chú ý rằng, khim = 0 và k < p−1 phần tử hiab[(mp+k)pi−1+pi−1−1] trở thành phần

tử đã được xem xét ở trên.

Bây giờ, ta xét những phần tử có dạng (i). Theo (3.2.3.10), hiab[kpi+(p−1)pi−1−1],

với 1 ≤ k ≤ p− 1, là một chu trình vĩnh cửu.

Thêm vào đó, nó là ảnh của phần tử ab[pi+1+(k−1)pi+(p−1)pi−1−1] qua vi phân. Do

đó, trong Λ⊗ H̃∗(BZ/p), ta có

d
(
ab[pi+1+(k−1)pi+(p−1)pi−1−1]

)
= λ1

pi−1−1ab
[pi+1+(k−2)pi+pi−1]

− kλ1
pi−1ab

[kpi+(p−1)pi−1−1] mod F 2(kpi+(p−1)pi−1−1).
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Bởi vì số hạng thứ hai của vế phải của công thức là những chu trình trong Λ ⊗
H̃∗(BZ/p) và số hạng đầu tiên đại diện cho phần tử hi−1ab

[pi+1+(k−2)pi+pi−1] nên nó

là một chu trình vĩnh cửu. Do đó, hiab[kpi+(p−1)pi−1−1] sống và đại diện cho những

phần tử không tầm thường trong trang vô cùng E∗,1,∗∞ .

Vớim ≥ p, những phần tử dạng (i) có thể được viết lại bởi hiab[(mp+k)pi+(p−1)pi−1−1]

với i ≥ 1.

Cũng theo (3.2.3.10), với m ≥ 1, phần tử này trở thành trường hợp k = 1, nghĩa

là hiab[mpi+1+pi+(p−1)pi−1−1].

Rõ ràng, nếu 1 ≤ m ≤ p − 1 thì hiab[mpi+1+pi+(p−1)pi−1−1] cũng là một chu trình

vĩnh cửu và nó là ảnh ab[(m+1)pi+1+(p−1)pi−1−1] qua vi phân.

Trong Λ⊗ H̃∗(BZ/p), ta có

d
(
ab[(m+1)pi+1+(p−1)pi−1−1]

)
= λ1

pi−1−1ab
[(m+1)pi+1−1]

− λ1
pi−1ab

[mpi+1+pi+(p−1)pi−1−1] mod F 2(mpi+1+pi+(p−1)pi−1−1).

Kéo theo hiab[mpi+1+pi+(p−1)pi−1−1] sống đến trang vô cùng E∗,1,∗∞ và nó đại diện

cho phần tử hi−1ĥi+1(m+ 1) 6= 0 với i ≥ 1. Chú ý rằng khi m = p−2 và m = p−1,

phần tử ĥi+1(m+ 1) lần lượt bằng phần tử ĥi+1 và phần tử ĥi+2(1).

Khi m ≥ p, đặt u = (p − 1)pi−1 − 1. Từ (3.2.3.11), trường hợp (i) trở thành hai

trường hợp nhỏ:

(i.1) hiab[(mp+k)pi+2+(p−2)pi+1+pi+u];

(i.2) hiab[(mp+k)pi+2+(p−1)pi+1+pi+u].

Đầu tiên, ta xét phần tử trong (i.1).

Từ (3.2.3.12), suy ra hiab[kpj−pi+2+(p−2)pi+1+pi+u] là một chu trình vĩnh cửu. Trong

dãy phổ, ta dễ dàng kiểm tra rằng trong dãy phổ nó cũng là ảnh của

ab[kpj−pi+1+(p−1)pi−1−1]

qua vi phân. Hơn nữa, trong Λ⊗ H̃∗(BZ/p),

d
(
ab[kpj−pi+1+(p−1)pi−1−1]

)
= −λ1

pi−1−1ab
[kpj−pi+1−1]

− λ1
pi−1ab

[kpj−pi+2+(p−2)pi+1+pi+u] mod F 2(kpj−pi+2+(p−2)pi+1+pi+u).
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Bởi vì số hạng đầu tiên của vế phải của công thức đại diện cho phần tử không sống

đến trang vô cùng E∗,1,∗∞ , điều này kéo theo hiab[kpj−pi+2+(p−2)pi+1+pi+u] là biên và khi

đó nó cũng không sống đến trang vô cùng E∗,1,∗∞ .

Thứ hai, chúng tôi xem xét phần tử (i.2).

Từ (3.2.3.13), suy ra hiab[kpj−pi+1+pi+(p−1)pi−1−1] là một chu trình vĩnh cửu. Dễ

thấy rằng, hiab[kpj−pi+1+pi+(p−1)pi−1−1] là ảnh của phần tử ab[kpj+(p−1)pi−1−1] qua vi

phân d. Tuy nhiên, trong Λ⊗ H̃∗(BZ/p), ta có

d
(
ab[kpj+(p−1)pi−1−1]

)
= −λ1

pi−1−1ab
[kpj−1]

+ λ1
pi−1ab

[kpj−pi+1+pi+(p−1)pi−1−1] mod F 2(kpj−pi+1+pi+(p−1)pi−1−1).

Điều này dẫn đến kết quả, trong dãy phổ, hiab[kpj−pi+1+pi+(p−1)pi−1−1] sống đến

trang vô cùng E∗,1,∗∞ và đại diện cho phần tử hi−1ĥj(k) 6= 0 với j ≥ i + 2, 1 ≤ k ≤
p− 1 trong trang E∗,1,∗∞ .

Tiếp theo, ta xem xét phần tử của dạng (ii). Dễ thấy, với m ≤ p − 1, phần tử

hiab
[(m+1)pi−1] đại diện cho phần tử hiĥi(m + 1). Tuy nhiên, trong Λ ⊗ H̃∗(BZ/p),

ta có

d
(
ab[pi+1+mpi−1]

)
= mλ1

pi−1ab
[(m+1)pi−1] mod F 2((m+1)pi−1). (3.4)

Do đó, ta thu được các quan hệ hiĥi = 0, hiĥi(k) = 0 với i ≥ 1, 2 ≤ k < p − 1

và hiĥi(1) 6= 0.

Bởi vì những phần tử có dạng (iii) đại diện cho phần tử hihi(1) 6= 0 trong dãy phổ

nên những tính toán ở trên đã giải quyết được trường hợp này.

Từ (3.2.3.14), suy ra phần tử hiab[(mp+k)pi+1+epi+pi−1] không phải là chu trình vĩnh

cửu với m ≥ 0, e = 0 và k = p− 1.

Do đó, những phần tử dạng (ii) sẽ được chia ra thành các trường hợp sau đây:

(ii.1) hiab[kpi+1+epi+pi−1] với k ≤ p− 2;

(ii.2) hiab[(p−1)pi+1+epi+pi−1] với e > 0;

(ii.3) hiab[(mp+k)pi+1+epi+pi−1] với m > 0 và e > 0.

Chú ý rằng, hai trường hợp đầu tiên là chu trình vĩnh cửu trong dãy phổ.
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Bằng tính toán trực tiếp, trong Λ⊗ H̃∗(BZ/p), ta có

d
(
ab[(k+1)pi+1+(e−1)pi+pi−1]

)
= eλ1

pi−1ab
[kpi+1+epi+pi−1] mod F 2(kpi+1+epi+pi−1).

(3.5)

Do đó, phần tử dạng (ii.1) là biên nếu e > 0. Với e = p−1, ta nhận được các quan

hệ hiĥi+1 = 0 và hiĥi+1(k) = 0 với 1 ≤ k < p − 1. Tuy nhiên, với e = 0, phần tử

hiab
[kpi+1+pi−1] sống đến trang vô cùng E∗,1,∗∞ .

Bằng lập luận tương tự, trong Λ⊗ H̃∗(BZ/p), ta có

d
(
ab[pi+2+(e−1)pi+pi−1]

)
=

p−e∑
j=1

(
e+ j − 1

j

)
λ1
jpi−1ab

[(p−1)pi+1+(e−1+j)pi+pi−1]

+ λ1
pi+1−1ab

[pi+1+(e−1)pi+pi−1] mod F 2(pi+1+(e−1)pi+pi−1).

Với e > 0, vì tổng đầu tiên của vế phải của công thức là chu trình trong Λ ⊗
H̃∗(BZ/p) và hạng tử cuối cùng đại diện cho phần tử hi+1ab

[pi+1+(e−1)pi+pi−1] nên

hi+1ab
[pi+1+(e−1)pi+pi−1] là một chu trình vĩnh cửu. Do đó, phần tử dạng (ii.2) sống

đến trang vô cùng E∗,1,∗∞ . Với e = p− 1, nó đại diện cho phần tử hiĥi+2(1) 6= 0.

Cuối cùng, theo (3.2.3.15), phần tử dang (ii.3) sinh ra hai trường hợp:

(ii.3.1) hiab[mpi+2+(p−2)pi+1+epi+pi−1] với e > 0;

(ii.3.2) hiab[mpi+2+kpi+1+pi+1−1] với k 6= p− 2.

Từ (3.2.3.16), phần tử hiab[`pj−pi+2+(p−2)pi+1+epi+u], với e > 0, 1 ≤ ` ≤ p − 1 và

u = pi−1, là một chu trình vĩnh cửu. Hơn nữa, dễ dàng kiểm tra, trong Λ⊗H̃∗(BZ/p)

d
(
ab[`pj−pi+1+(e−1)pi+u]

)
= eλ1

pi−1ab
[`pj−pi+2+(p−2)pi+1+epi+u] mod F 2(`pj−pi+2+(p−2)pi+1+epi+u).

Từ e > 0 suy ra hiab[`pj−pi+2+(p−2)pi+1+epi+u] không sống đến trang vô cùngE∗,1,∗∞ .

Tương tự, từ (3.2.3.17), phần tử hiab[`pj−pi+2+kpi+1+pi+1−1] là một chu trình vĩnh

cửu. Măt khác, trong Λ⊗ H̃∗(BZ/p), ta lại có,

d
(
ab[`pj−pi+2+(k+1)pi+1+(p−1)pi−1]

)
= −λ1

pi−1ab
[`pj−pi+2+kpi+1+pi+1−1]

+ (k + 2)λ1
pi+1−1ab

[`pj−2pi+2+(k+2)pi+1+(p−1)pi−1] mod F 2u3,
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ở đây u3 = `pj − 2pi+2 + (k + 2)pi+1 + (p− 1)pi − 1.

Với những tính toán ở trên, phần tử hi+1ab
[`pj−2pi+2+(k+2)pi+1+(p−1)pi−1] sống đến

trang E∗,1,∗∞ nếu và chỉ nếu k = p − 1. Do đó, hiab[`pj−pi+2+kpi+1+pi+1−1] sống đến

trang E∗,1,∗∞ nếu và chỉ nếu k = p − 1. Trong trường hợp này hiab[`pj−1] đại diện cho

hiĥj(`) 6= 0 với 0 < i < j − 1 và 1 ≤ ` ≤ p− 1.

Phần tử h0ab
[t] có thể được xem như là trường hợp đặc biệt của phần tử dạng (ii)

với i = 0, do đó, ta có thể xử lý nó bằng phương pháp tương tự.

Mệnh đề được chứng minh.

Tiếp theo ta xác định nhóm mở rộng Ext1,1+t
A

(H̃∗(BZ/p),Fp)

Định lý 3.2.5 (Chơn-Như [18, Định lý 5.4]). Nhóm mở rộng Ext1,1+t
A

(H̃∗(BZ/p),Fp)
có một Fp-cơ sở bao gồm tất các các phần tử được cho bởi danh sách dưới đây

1. α0ĥi =
[
λ0
−1ab

[(p−1)pi−1]
]
, i ≥ 1;

2. α0ĥi(k) =
[
λ0
−1ab

[kpi−1]
]
, i ≥ 1, 1 ≤ k < p− 1;

3. α̂(k) =
[
λ0
−1ab

[p+k] + (k + 1)λ0
0ab

k+1
]
, 0 ≤ k < p− 2;

4. hiĥi(1) =
[
λ1
pi−1ab

[pi−1]
]
, i ≥ 0;

5. hiĥj =
[
λ1
pi−1ab

[(p−1)pj−1]
]
, i, j ≥ 0, j 6= i, i+ 1;

6. hiĥj(k) =
[
λ1
pi−1ab

[kpj−1]
]
, i, j ≥ 0, j 6= i, i+ 1, 1 ≤ r < p− 1;

7. d̂i(k) = (P0)i−1
([
λ1
p−1ab

[kp+p−2]
])
, i ≥ 1, 1 ≤ k ≤ p− 1;

8. k̂i(k) = (P0)i
([∑k

j=0
1
j+1λ

1
jab

[(k−j)p+j]
])
, i ≥ 0, 1 ≤ k < p− 1;

9. p̂i(r) = (P0)i
([∑p−1−r

j=0
(r+jj )
j+1 λ

1
jab

[(p−j−1)p+r+j]

])
, i ≥ 0, 1 ≤ r < p− 1.

Chứng minh. Vì E∗,1,∗∞
∼= Ext1,1+∗

A (H̃∗(BZ/p),Fp) (theo quan điểm Fp-không gian

véctơ), Ext1,1+∗
A (H̃∗(BZ/p),Fp) được sinh bởi các phần tử trong Bảng 3.1.

Dễ dàng kiểm tra được các phần tử α0ĥi (i ≥ 1), α0ĥi(k) (i ≥ 1, 1 ≤ k < p− 1),

hiĥi(1) (i ≥ 0), hiĥj (i, j ≥ 0, j 6= i, i + 1) và hiĥj(k) (i, j ≥ 0, j 6= i, i + 1, 1 ≤
k < p− 1) được biểu diễn bằng các chu trình trong Λ⊗ H̃∗(BZ/p) như trong khẳng

định của định lý.
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Bằng cách kiểm tra trực tiếp, ta có, phần tử λ0
−1ab

[p−`] + (` + 1)λ0
0ab

[`+1] là một

chu trình trong Λ⊗ H̃∗(BZ/p). Vì số hạng đầu tiên của phần tử đại diện cho phần tử

α0ab
[p+`] trong dãy phổ nên chu trình này là một biểu diễn của α̂(`).

Bằng lập luận tương tự, ta thấy rằng chu trình λ1
p−1ab

[kp+p−2] đại diện cho phần tử

d̂1(k). Vì P̃
0

giao hoán với vi phân của phức Λ⊗ H̃∗(BZ/p) nên P̃
0
(λ1

p−1ab
[kp+p−2])

cũng là một chu trình và nó đại diện cho phần tử h2ab
[kp2+(p−1)p−1]. Do đó,

P̃
0
(λ1

p−1ab
[kp+p−2]) đại diện cho phần tử d̂2(k). Tương tự, trong Λ⊗ H̃∗(BZ/p), ta có

d̂i(k) được biểu diễn bởi chu trình (P̃
0
)i−1(λ1

p−1ab
[kp+p−2]). Nói cách khác,

d̂i(k) = (P0)i−1
([
λ1
p−1ab

[kp+p−2]
])
.

Những phần tử khác chứng minh tương tự.

Mệnh đề 3.2.6 (Chơn-Như [18, Mệnh đề 5.5]).
Ext∗,∗

A
(Fp,Fp)-môđun Exts,∗

A
(H̃∗(BZ/p),Fp), với s ≤ 1, được sinh bởi ĥi (i ≥ 0),

ĥi(k) (i ≥ 0, 1 ≤ k < p − 1), α̂(`) (0 ≤ ` < p − 2), d̂i(k) (i ≥ 1, 1 ≤ k ≤ p − 1),

k̂i(k) (i ≥ 0, 1 ≤ k < p− 1) và p̂i(k) (i ≥ 0, 1 ≤ k < p− 1) chỉ thỏa mãn các quan

hệ sau đây

• hiĥi+1 = 0, i ≥ 0;

• hiĥi+1(k) = 0, i ≥ 0, 1 ≤ k < p− 1;

• hiĥi = 0, i ≥ 0;

• hiĥi(k) = 0, i ≥ 0, 2 ≤ k < p− 1;

• α0ĥ0 = 0;

• α0ĥ0(k) = 0, 1 ≤ k < p− 1.

Chứng minh. Chứng minh của mệnh đề này dựa trên tính toán trong chứng minh

Mệnh đề 3.2.4.

Từ (3.1), ta nhận được hai quan hệ cuối cùng.

Từ (3.4), ta thu được các quan hệ hiĥi = 0, hiĥi(k) = 0 với i ≥ 1, 2 ≤ k < p− 1.

Cuối cùng, từ (3.5), với e = p− 1 ta thu được các quan hệ khác.
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3.3. Ảnh của đồng cấu Lannes-Zarati modulo p trên H̃∗(BZ/p)

Dáng điệu của đồng cấu Lannes-Zarati modulo p (với p là số nguyên tố lẻ)ϕH̃
∗(BZ/p)

s

với s ≤ 1 được cho bởi các định lý sau.

Định lý 3.3.1 (Chơn-Như [18, Định lý 5.6]). Đồng cấu Lannes-Zarati modulo p hạng

0

ϕ
H̃∗(BZ/p)
0 : Ext0,t

A
(H̃∗(BZ/p),Fp) // (Fp ⊗A R0H̃

∗(BZ/p))#
t

là đẳng cấu.

Chứng minh. Dễ thấy (Fp ⊗A R0H̃
∗(BZ/p))# được sinh bởi ab[kpi−1] với i ≥ 0 và

1 ≤ k ≤ p− 1. Do đó, khẳng định của định lý được suy ra từ Định lý 3.2.2 và Mệnh

đề 2.2.5.

Định lý 3.3.2 (Chơn-Như [18, Định lý 5.7]). Đồng cấu Lannes-Zarati modulo p hạng

1

ϕ
H̃∗(BZ/p)
1 : Ext1,1+t

A
(H̃∗(BZ/p),Fp) // (Fp ⊗A R1H̃

∗(BZ/p))#
t

được xác định bởi

(i) hiĥi(1) 7→
[
βQpiab[pi−1]

]
với i ≥ 0;

(ii) hiĥj 7→
[
βQpiab[(p−1)pj−1]

]
với 0 ≤ j < i;

(iii) hiĥj(k) 7→
[
βQpiab[kpj−1]

]
với 0 ≤ j < i, 1 ≤ k < p− 1;

(iv) k̂i(k) 7→ (P0)i
([
βQk+1ab[k]

])
, i ≥ 0, 1 ≤ k < p− 1;

(v) Những phần tử còn lại 7→ 0.

Chứng minh. Sử dụng Mệnh đề 2.2.5, dễ dàng kiểm tra được ảnh của những phần tử

bên dưới

• α0ĥi với i ≥ 1;

• α0ĥi(k) với i ≥ 1, 1 ≤ k < p− 1;

• α̂(k) với 0 ≤ k < p− 2;
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• hiĥj với 0 ≤ i < j − 1;

• hiĥj(k) với 0 ≤ i < j − 1, 1 ≤ k < p− 1

là tầm thường.

Bằng kiểm tra trực tiếp, sử dụng Mệnh đề 2.2.5, ta có

ϕ̃
H̃∗(BZ/p)
1 (λ1

p−1ab
[kp+p−2]) =

[
βQpab[kp+p−2]

]
.

Vì 2p− (2(kp+ p− 2) + 1) < 0 với mọi k ≥ 1 nên suy ra ϕH̃
∗(BZ/p)

1 (d̂1(k)) = 0

với mọi 1 ≤ k ≤ p− 1. Sử dụng Mệnh đề 2.4.3, ta thu được

ϕ
H̃∗(BZ/p)
1 (d̂i(k)) = (P0)i−1ϕ

H̃∗(BZ/p)
1 (d̂1(k)) = 0.

Bằng lập luận tương tự, vì 2(j + 1)− (2((p− 1− j)p+ r + j) + 1) < 0 với mọi

0 ≤ j ≤ p − 1 − r và r ≥ 1 nên ϕH̃
∗(BZ/p)

1 (p̂0(r)) = 0. Hơn nữa, sử dụng Mệnh đề

2.4.3, ta có ϕH̃
∗(BZ/p)

1 (p̂i(r)) = 0.

Cuối cùng, sử dụng Mệnh đề 2.2.5, ta dễ dàng kiểm tra được, trong (R1H̃
∗(BZ/p))#,

• ϕH̃
∗(BZ/p)

1 (hiĥi(1)) =
[
βQpiab[pi−1]

]
6= 0 với i ≥ 0;

• ϕH̃
∗(BZ/p)

1 (hiĥj) =
[
βQpiab[(p−1)pj−1]

]
6= 0 với 0 ≤ j < i;

• ϕH̃
∗(BZ/p)

1 (hiĥj(k)) =
[
βQpiab[kpj−1]

]
6= 0 với 0 ≤ j < i, 1 ≤ k < p− 1;

• ϕH̃
∗(BZ/p)

1 (k̂i(k)) = (P0)i
([
βQk+1ab[k]

])
6= 0, i ≥ 0, 1 ≤ k < p− 1.

Định lý đã được chứng minh.

Hệ quả 3.3.3 (Chơn-Như [18, Hệ quả 5.8]). Đồng cấu Lannes-Zarati modulo p hạng

1 ϕH̃
∗(BZ/p)

1 không phải là toàn cấu.

Chứng minh. Dễ thấy rằng [βQp−1b[1] + Qp−1a] là không tầm thường trong (Fp ⊗A

R1H̃
∗(BZ/p))#. Theo Định lý 3.3.2, suy ra ϕH̃

∗(BZ/p)
1 không phải là toàn cấu.
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3.4. Ảnh của đồng cấu Lannes-Zarati modulo 2 trên F2 và
H̃∗(BZ/2)

Đồng cấu Lannes-Zarati modulo 2 đã được nhiều nhà toán học nghiên cứu một

cách cẩn thận trong suốt một thời gian dài. Chúng tôi tổng kết các kết quả về dáng điệu

của đồng cấu Lannes-Zarati modulo 2 ϕF2
s đã được công bố bởi Lannes-Zarati [72]

cho trường hợp s = 1, 2, Hưng và các cộng sự [30], [25], [27], [32] cho 3 ≤ s ≤ 5

trong Mệnh đề 3.4.1. Chúng tôi sẽ chứng minh lại mệnh đề này theo cách tiếp cận

khác.

Mệnh đề 3.4.1 (Lannes-Zarati [72], Hưng và các cộng sự [30], [25], [27], [32]).

(i) Đồng cấu Lannes-Zarati modulo 2 hạng 1 ϕF2
1 là một đẳng cấu.

(ii) Đồng cấu Lannes-Zarati modulo 2 hạng 2 ϕF2
2 là một toàn cấu.

(iii) Đồng cấu Lannes-Zarati modulo 2 hạng s ϕF2
s triệt tiêu tại tất cả các phần tử

có gốc dương trong Exts,s+t
A

(F2,F2) với 3 ≤ s ≤ 5.

Chứng minh. Phát biểu (i) và (ii) được chứng minh dễ dàng bằng cách sử dụng Mệnh

đề 2.5.2 và các biểu diễn của hi và hihj trên đại số Lambda (xem Lin [39]).

Chúng tôi chứng minh (iii)

Trong [30], Hưng-Peterson đã chứng minh rằng ϕF2
s triệt tiêu tại các phần tử phân

tích được với s > 2. Do đó, ta chỉ cần chứng minh ϕF2
s với 3 ≤ s ≤ 5 triệt tiêu trên

những phần tử không phân tích được của Exts,s+tA (F2,F2), nghĩa là chúng ta chứng

minh ảnh của những chu trình biểu diễn những phần tử không phân tích được của

Exts,s+tA (F2,F2) dưới đồng cấu ϕ̃F2
s : Λs ⊗ F#

2 → (RsF2)
# là tầm thường.

Lin [39], Chen[11] đã chỉ ra một F2-cơ sở cho những phần tử không phân tích

được trong Exts,s+tA (F2,F2), cụ thể

Ext3,3+t
A (F2,F2) có một F2-cơ sở gồm

ci = {(Sq0)i(λ2
3λ2)} ∈ Ext3,2i+3+2i+1+2i

A (F2,F2), i ≥ 0.

Ext4,4+t
A (F2,F2) có một F2-cơ sở gồm

1. di = {(Sq0)i(λ2
3λ2λ6+λ2

3λ
2
4+λ3λ5λ4λ2+λ7λ1λ5λ1)} ∈ Ext4,2i+4+2i+1

A (F2,F2).
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2. ei =

(Sq0)i

 λ3
3λ8 + (λ3λ

2
5 + λ2

3λ7)λ4

+(λ7λ5λ3 + λ2
3λ9)λ2

 ∈ Ext4,2i+4+2i+2+2i

A (F2,F2).

3. fi =

(Sq0)i

 (λ2
3λ9 + λ7λ5λ3)λ3

+λ2
7λ0λ4 + λ7λ5λ4λ2

 ∈ Ext4,2i+4+2i+2+2i+1

A (F2,F2).

4. gi+1 =

(Sq0)i

 λ2
7λ0λ6 + (λ2

3λ9 + λ7λ5λ3)λ5

+(λ3λ9λ5 + λ2
3λ11)λ3

 ∈ Ext4,2i+4+2i+3

A (F2,F2).

5. pi = {(Sq0)i(λ2
7λ5λ14 + λ2

7λ9λ10 + λ7λ11λ9λ6)} ∈ Ext4,2i+5+2i+2+2i

A (F2,F2).

6. D3(i) = {(Sq0)i(λ31λ7λ1λ22 + λ3
15λ16 + λ31λ7λ9λ14)} ∈ Ext4,2i+6+2i

A (F2,F2).

7. p′i = {(Sq0)i((λ2
15λ39 + λ39λ

2
15)λ0)} ∈ Ext4,2i+6+2i+3+2i

A (F2,F2).

với i ≥ 0.

Ext5,5+t
A (F2,F2) có một F2-cơ sở gồm

1. P 1h1 = {λ7λ
3
0λ2 + (λ2

1λ4λ2 + λ1λ4λ2λ1 + λ4λ
2
1λ2)λ1} ∈ Ext5,14

A (F2,F2).

2. P 1h2 =


 λ7λ

3
0λ4 + (λ3

1λ5 + λ2
1λ4λ2 + λ1λ4λ2λ1

+λ4λ
2
1λ2)λ3 + λ7λ0λ2λ1λ1

 ∈ Ext5,16
A (F2,F2).

3. ni =

(Sq0)i

 λ2
7λ5λ3λ9 + λ7λ15λ3λ0λ6

+λ7λ15λ1λ5λ3

 ∈ Ext5,2i+5+2i+2

A (F2,F2).

4. xi =

(Sq0)i


λ15λ

2
3λ2λ14 + λ3

7λ4λ12

+λ3
7λ

2
8 + λ23λ

2
3λ2λ6

+λ23λ
2
3λ

2
4 + λ2

15λ1λ4λ2


 ∈ Ext5,2i+5+2i+3+2i+1

A (F2,F2).

5. D1(i) = {(Sq0)i(λ2
15λ11λ7λ4)} ∈ Ext5,2i+5+2i+4+2i+3+2i

A (F2,F2).

6. H1(i) =


(Sq0)i



λ2
15λ11λ7λ14

+λ2
15λ

2
11λ10

+λ15λ31λ7λ1λ8

+λ15λ31λ3λ7λ6

+λ15λ31λ7λ5λ4




∈ Ext5,2i+6+2i+1+2i

A (F2,F2).
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7. Q3(i) =

(Sq0)i


λ47[λ

2
7λ0λ6 + (λ2

3λ9 + λ9λ
2
3)λ5 + λ3λ9λ5λ3

+λ2
3λ11λ3] + (λ2

15λ11λ21 + λ31λ7λ15λ9)λ5

+λ2
15λ11λ23λ3




∈ Ext5,2i+6+2i+3

A (F2,F2).

8. Ki =

(Sq0)i

 λ63λ15λ47λ
2
0 + λ63λ47

(λ2
3λ9 + λ9λ

2
3) + λ3

31λ11λ21

 ∈ Ext5,2i+7+2i+1

A (F2,F2).

9. Ji =

(Sq0)i


λ95(λ

2
7λ19 + λ19λ

2
7)λ0

+λ2
31λ23λ43λ0

+λ63λ15λ31λ19λ0


 ∈ Ext5,2i+7+2i+2+2i

A (F2,F2).

10. Ti =

(Sq0)i

 (λ2
31λ79 + λ79λ

2
31)λ

2
0

+λ2
63(λ

2
3λ9 + λ9λ

2
3

 ∈ Ext5,2i+7+2i+4+2i+1

A (F2,F2).

11. Vi = {(Sq0)i(λ63λ15λ47λ31λ0)} ∈ Ext5,2i+7+2i+5+2i

A (F2,F2).

12. V ′i = {(Sq0)i(λ191λ31λ7λ23λ0 + λ63λ127λ15λ47λ0)} ∈ Ext5,2i+8+2i

A (F2,F2).

13. Ui =

(Sq0)i


λ191(λ

2
15λ39 + λ39λ

2
15)λ0

+λ2
63λ47λ87λ0

+λ127λ31λ63λ39λ0


 ∈ Ext5,2i+8+2i+3+2i

A (F2,F2).

với i ≥ 0

Gọi Xi = (Sq0)i(X0) ∈ Exts,s+tA (F2,F2), 3 ≤ s ≤ 5, khi đó theo Mệnh đề 2.5.3

ta có

ϕF2
s (Xi) = ϕF2

s ((Sq0)i(X0)) = (Sq0)iϕF2
s (X0) (3.6)

Các phần tử c0, d0, f0, g1, p0, P
1h1, P

1h2, n0, x0, D1(0), H1(0), Q3(0), V0, V
′

0 được

biểu diễn bằng các chu trình có trội âm, suy ra ảnh của các chu trình này qua ϕ̃F2
s là

tầm thường trongRs với 3 ≤ s ≤ 5. Do đó, ảnh của những phần tử này qua ϕF2
s cũng

tầm thường.

Áp dụng Công thức 3.6, ta có

• ϕF2
3 (ci) = (Sq0)iϕF2

3 (c0) = 0, i ≥ 0.

• ϕF2
4 (di) = (Sq0)iϕF2

4 (d0) = 0, i ≥ 0.
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• ϕF2
4 (fi) = (Sq0)iϕF2

4 (f0) = 0, i ≥ 0

• ϕF2
4 (gi+1) = (Sq0)iϕF2

4 (g1) = 0, i ≥ 0.

• ϕF2
4 (pi) = (Sq0)iϕF2

4 (p0) = 0, i ≥ 0.

• ϕF2
5 (ni) = (Sq0)iϕF2

5 (n0) = 0, i ≥ 0.

• ϕF2
5 (xi) = (Sq0)iϕF2

5 (x0) = 0, i ≥ 0.

• ϕF2
5 (D1(i)) = (Sq0)iϕF2

5 (D1(0)) = 0, i ≥ 0.

• ϕF2
5 (H1(i)) = (Sq0)iϕF2

5 (H1(0)) = 0, i ≥ 0.

• ϕF2
5 (Q3(i)) = (Sq0)iϕF2

5 (Q3(0)) = 0, i ≥ 0.

• ϕF2
5 (Vi) = (Sq0)iϕF2

5 (V0) = 0, i ≥ 0.

• ϕF2
5 (V ′i ) = (Sq0)iϕF2

5 (V ′0) = 0, i ≥ 0.

Phần tiếp theo chúng tôi sẽ xác định ảnh các phần tử ei, D3(i), p
′
i, Ki, Ji, Ti, Ui

• ϕF2
4 (ei) = 0. Thật vậy, vì

ϕ̃F2
4 (e0) = ϕ̃F2

4 (λ3
3λ8 + λ3λ

2
5λ4 + λ2

3λ7λ4 + λ2
3λ9λ2 + λ9λ3λ3λ2)

= ϕ̃F2
4 (λ3

3λ8 + λ3λ
2
5λ4 + λ2

3λ7λ4 + λ2
3λ9λ2 + λ7λ5λ3λ2)

= 0

nên ϕF2
4 (e0) = 0 suy ra ϕF2

4 (ei) = ϕF2
4 ((Sq0)i(e0)) = (Sq0)i(ϕF2

4 (e0)) = 0.

• Áp dụng quan hệ Adem, ta có

ϕ̃F2
4 (D3(0)) = ϕ̃F2

4 (λ31λ7λ23λ0) = ϕ̃F2
4 (λ15λ23λ23λ0) = 0.

Suy ra ϕF2
4 (D3(0)) = 0. Khi đó

ϕF2
4 (D3(i)) = ϕF2

4 ((Sq0)i(D3(0))) = (Sq0)i(ϕF2
4 (D3(0))) = 0.

• Áp dụng quan hệ Adem, ta có

ϕ̃F2
4 (p′0) = ϕ̃F2

4 ((λ2
15λ39 + λ39λ

2
15)λ0)

= ϕ̃F2
4 (λ2

15λ39λ0 + λ31λ23λ15λ0)

= 0.
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Suy ra ϕF2
4 (p′0) = 0. Khi đó

ϕF2
4 (p′i) = ϕF2

4 ((Sq0)i(p′0)) = (Sq0)i(ϕF2
4 (p′0)) = 0.

• Áp dụng quan hệ Adem, ta có

λ63λ47λ9λ3λ3 = λ63λ47λ7λ5λ3.

Khi đó ta có

ϕ̃F2
5 (K0) = ϕ̃F2

5 (λ63λ15λ47λ
2
0 + λ63λ47(λ

2
3λ9 + λ9λ

2
3) + λ3

31λ11λ21)

= ϕ̃F2
5 (λ63λ15λ47λ

2
0 + λ63λ47(λ

2
3λ9 + λ7λ5λ3) + λ3

31λ11λ21)

= 0.

Suy ra ϕF2
5 (K0) = 0. Do đó

ϕF2
5 (Ki) = ϕF2

5 ((Sq0)i(K0)) = (Sq0)i(ϕF2
5 (K0)) = 0.

• Ta có ϕF2
5 (Ji) = 0. Thật vậy, áp dụng quan hệ Adem, ta có

λ19λ7 = λ15λ11.

Khi đó ta có

ϕ̃F2
5 (J0) = ϕ̃F2

5 (λ95(λ
2
7λ19 + λ19λ

2
7)λ0 + λ2

31λ23λ43λ0 + λ63λ15λ31λ19λ0)

= ϕ̃F2
5 (λ95(λ

2
7λ19 + λ15λ11λ7)λ0 + λ2

31λ23λ43λ0 + λ63λ15λ31λ19λ0)

= 0.

Suy ra ϕF2
5 (J0) = 0. Do đó

ϕF2
5 (Ji) = ϕF2

5 ((Sq0)i(J0)) = (Sq0)i(ϕF2
5 (J0)) = 0.

• Ta có ϕF2
5 (Ti) = 0. Thật vậy, áp dụng quan hệ Adem, ta có

λ79λ31 = λ63λ47.

Khi đó ta có

ϕ̃F2
5 (T0) = ϕ̃F2

5 ((λ2
31λ79 + λ79λ

2
31)λ

2
0 + λ2

63(λ
2
3λ9 + λ9λ

2
3))

= ϕ̃F2
5 ((λ2

31λ79 + λ63λ47λ31)λ
2
0 + λ2

63(λ
2
3λ9 + λ9λ

2
3))

= 0.

Suy ra ϕF2
5 (T0) = 0. Do đó

ϕF2
5 (Ti) = ϕF2

5 ((Sq0)i(T0)) = (Sq0)i(ϕF2
5 (T0)) = 0.
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• Cuối cùng ta chứng minh ϕF2
5 (Ui) = 0. Theo quan hệ Adem ta có

λ191λ39 = λ79λ151.

Khi đó

ϕ̃F2
5 (U0) = ϕ̃F2

5 (λ191(λ
2
15λ39 + λ39λ

2
15)λ0 + λ2

63λ47λ87λ0 + λ127λ31λ63λ39λ0)

= ϕ̃F2
5 ((λ191λ

2
15λ39 + λ79λ151λ

2
15)λ0 + λ2

63λ47λ87λ0 + λ127λ31λ63λ39λ0))

= 0.

Suy ra ϕF2
5 (U0) = 0. Do đó

ϕF2
5 (Ui) = ϕF2

5 ((Sq0)i(U0)) = (Sq0)i(ϕF2
5 (U0)) = 0.

Phát biểu (iii) đã được chứng minh.

Bên cạnh việc chứng minh lại các kết quả đã được công bố về dáng điệu của đồng

cấu Lannes-Zarati modulo 2 trên F2 ϕ
F2
s , 1 ≤ s ≤ 5. Chúng tôi còn tính được ảnh của

các phần tử không phân tích được trong Ext6,6+t
A (F2,F2) với 0 ≤ t ≤ 114 qua đồng

cấu Lannes-Zarati hạng 6 ϕF2
6 .

Định lý 3.4.2 (Như [50, Định lý 1.1]). Đồng cấu Lannes-Zarati modulo 2 hạng 6

ϕF2
6 : Ext6,6+t

A
(F2,F2) //Ann((R6M)#)t

tầm thường trên những phần tử không phân tích được trong Ext6,6+t
A (F2,F2) với 0 ≤

t ≤ 114.

Chứng minh. Từ các kết quả của Chen [12], các phần tử không phân tích được trong

Ext6,6+t
A (F2,F2) với 0 ≤ t ≤ 114 được cho bởi danh sách sau đây

(1) r =



e0λ1λ12 + (λ2
3λ11λ2 + λ2

7λ2λ3)λ1λ10 + f0(λ2λ10

+λ3λ9)λ
2
7λ4λ2λ1λ9 + (λ2

3λ9λ5 + λ2
3λ11λ4λ2+

λ3λ9λ
2
3λ5 + λ3λ9λ5λ

2
3 + λ2

7λ4λ2λ3)λ7 + λ2
7λ4λ6λ

2
3

+(λ3λ11λ9 + λ23λ
2
0 + λ7λ5λ11 + λ7λ9λ7)λ

2
0λ7

+λ2
7λ2λ7λ0λ7 + f0λ

2
6 + (λ2

3λ11λ2 + λ2
7λ2λ3)λ5λ6

+λ2
7(λ4λ2λ

2
5 + λ0λ10λ

2
3) + (λ2

3λ9 + λ9λ
2
3)λ9λ

2
3


∈ Ext6,36

A (F2,F2);
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(2) q =



λ15(λ
2
3λ2λ1λ8 + λ11λ

3
0λ6) + λ3

7λ6λ3λ2 + g1λ3λ9

+(λ15λ3λ0λ6 + λ7λ9λ5λ3 + λ11λ7λ4λ2)λ3λ5

+λ15(λ1λ2λ1λ8 + λ2
1λ4λ6 + λ1λ4λ2λ5 + λ3λ2λ3λ4

+λ3
1λ9 + λ3λ4λ2λ3 + λ1λ2λ6λ3)λ5 + λ15λ

2
3λ2λ5λ4

+λ15(λ5λ
3
3 + λ1λ2λ5λ6 + λ2

1λ8λ4 + λ1λ5λ
2
4

+λ1λ4λ6λ8 + λ5λ3λ4λ2)λ3 + λ15λ3λ7λ4λ1λ2


∈ Ext6,38

A (F2,F2);

(3) t =

 n0λ5 + (λ7λ15λ3λ0λ8 + λ2
7λ5λ9λ5+

λ7λ15λ3λ2λ6 + λ15λ3λ7λ5λ3)λ3

 ∈ Ext6,42
A (F2,F2);

(4) y =


λ2

15λ
3
0λ8 + [λ23(λ

2
1λ4λ2 + λ1λ4λ2λ1 + λ3

1λ5 + λ4λ
2
1λ2)

+λ7λ15λ3λ0λ6 + λ2
7λ5λ10λ2 + λ15λ3λ7λ4λ2 + λ2

7λ5λ3λ9]λ7

+λ2
15[λ0λ2λ1λ5 + (λ2

0λ4 + λ0λ4λ0 + λ4λ
2
0)λ4 + λ2

0λ2λ6

+(λ2
0λ5 + λ0λ5λ0 + λ5λ

2
0)λ3 + (λ0λ4 + λ4λ0)λ

2
2] + λ2

15λ4λ2λ1


∈ Ext6,44

A (F2,F2);

(5) C =

 c1λ7λ5 + [(λ2
15λ5λ7 + λ15λ11λ7λ9 + λ2

7λ23)λ5

+λ2
15λ11λ0λ6 + λ7λ23λ15λ

2
1 + λ2

15λ9λ5λ3

 ∈ Ext6,56
A (F2,F2);

(6) G = {D1(0)λ2} ∈ Ext6,60
A (F2,F2);

(7) D2 = {λ47λ11λ
4
0} ∈ Ext6,64

A (F2,F2);

(8) A = {D1(0)λ9 + λ47d0λ0 + λ2
15λ

2
11λ6λ3} ∈ Ext6,67

A (F2,F2);

(9) A′ =



c2[λ0λ2λ18 + λ2λ3λ15 + λ0λ6λ14 + λ2λ5λ13 + λ6λ1λ13 + λ0λ8λ12

+λ2
0λ20 + λ8λ0λ12 + λ6λ3λ11 + λ0λ

2
10 + λ8λ2λ10 + (λ9λ2 + λ10λ1)

λ9 + (λ6λ7 + λ8λ5)λ7 + λ10λ
2
5] + λ2

15λ11λ2λ1λ17 + (λ15λ11λ7λ9λ8

+λ2
15λ13λ7λ0)λ11 + λ31f0λ12 + λ3

15λ4λ2λ10 +D1(0)λ9 + λ2
15

(λ13λ7λ4λ7 + λ15λ0λ10λ6) + [λ31(λ
2
3λ9 + λ9λ

2
3)λ9 + λ31λ3(λ9λ5

+λ3λ11)λ7 + λ2
15(λ11λ8 + λ15λ4)λ6]λ6 + [λ2

15(λ15λ2λ9 + λ15λ10λ1)

+λ31(λ
2
3λ11λ8 + λ3λ9λ5λ8 + λ3

3λ6 + λ11λ
2
1λ12 + (λ2

3λ9 + λ9λ
2
3)λ10

+λ7(λ1λ9 + λ9λ1)λ8 + λ7(λ5λ7λ6 + λ9λ5λ4))]λ5

+[λ2
15(λ15λ2λ11 + λ15λ5λ8 + λ15λ8λ5 + λ2

11λ6) + λ31(λ11λ
2
1λ14

+λ2
3λ8λ13 + λ2

3λ9λ12 + λ3λ11λ2λ11 + λ2
3λ11λ10 + λ3λ9λ5λ10

+λ11λ7λ0λ9 + λ7λ5λ7λ8 + λ3λ11λ7λ6 + λ11λ7λ4λ5)]λ3


∈ Ext6,67

A (F2,F2);
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(10) A
′′

= {D1(0)λ12 + λ2
15λ11λ7λ

2
8 + λ47e0λ0} ∈ Ext6,70

A (F2,F2);

(11) r1 =


f1λ7λ19 + g2λ

2
11 + (λ31λ3λ11λ7 + λ23λ15λ9λ5)

λ2
7 + λ2

15λ
2
9λ7λ11 + λ31[λ

2
7λ0λ14 + (λ2

3λ9 + λ9λ
2
3)

λ13 + (λ2
3λ11 + λ3λ9λ5)λ11]λ7

 ∈ Ext6,72
A (F2,F2);

(12) x6,77 =


λ47λ

2
3λ2λ1λ15 + c2(λ7λ12 + λ19λ0)λ11

+D1(0)λ19 + λ2
15(λ27λ0λ7 + λ11λ19λ4

+λ11λ23λ0)λ7

 ∈ Ext6,77
A (F2,F2);

(13) x6,82 =



H1(0)λ14 + λ2
15λ

3
11λ13 + (λ2

15λ11λ15λ9 + λ2
15λ13λ7

+λ31λ7λ23λ4λ0 +D3(0)λ4 + λ15λ47λ
2
0λ3 + λ47λ

2
3λ

2
6

+λ47λ
2
3λ2λ10 + λ31λ23λ

2
1λ9 + λ47λ11λ

2
0λ9 + λ31λ23λ1λ

2
5

+λ31λ23λ5λ
2
3 + λ47λ11λ

2
1λ5 + λ47λ3λ7λ5λ3)λ11

+(λ47λ
2
3λ10λ6 + λ47λ7λ1λ8λ6 + λ47λ3λ7λ

2
6 + λ47λ7λ5λ4λ6

+λ31λ23λ1λ9λ5 + λ31λ23λ9λ1λ5 + λ15λ47λ0λ4λ3

+λ15λ47λ4λ0λ3 + λ15λ47λ
2
1λ5 + λ2

15λ11λ21λ7)λ7


∈ Ext6,82

A (F2,F2);

(14) t1 = Sq0t ∈ Ext6,84
A (F2,F2);

(15) x6,90 =
{
d2λ15λ2 + [d2λ16 + λ31(λ7λ23λ8 + λ23λ15λ0)λ15 +D3(0)λ23]λ1

}
∈ Ext6,90

A (F2,F2);

(16) C1 = Sq0C ∈ Ext6,112
A (F2,F2);

(17) x6,114 =

 [λ31(λ23λ15λ19λ13 + λ31λ9λ11λ9) + c3(λ5λ11 + λ9λ7)]λ7

+f2λ15λ9 + c3(λ15λ0λ8 + λ15λ2λ6 + λ15λ
2
4) + λ2

31λ
2
19λ3λ5


∈ Ext6,114

A (F2,F2);

(18) G1 = Sq0G ∈ Ext6,120
A (F2,F2).

Trong [30], Hưng-Peterson đã chứng minh rằng ϕF2
s triệt tiêu tại các phần tử phân

tích được với s > 2. Do đó, ta chỉ cần chứng minh ϕF2
6 triệt tiêu trên những phần tử

không phân tích được của Ext6,6+t
A (F2,F2). Để thực hiện yêu cầu này, chúng ta chứng

minh ảnh của những chu trình biểu diễn những phần tử không phân tích được của

Ext6,6+t
A (F2,F2) dưới đồng cấu ϕ̃F2

6 : Λ6 ⊗ F#
2 → (R6F2)

# là tầm thường.

Vì phép chiếu chính tắc π : Λs → Rs là một đồng cấu đại số nên nếu λI chứa một
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nhân tử có trội âm thì ϕ̃F2
s (λI) = 0. Hơn nữa, những tác động của Sq0 trên Exts,s+tA

và trên RsF2 giao hoán với nhau thông qua đồng cấu ϕF2
s .

Sử dụng quan hệ Adem, ta có

λ23λ1 = λ11λ13 + λ7λ17 + λ3λ21; (1’)

λ23λ4 = λ15λ12 + λ11λ16 + λ9λ18; (2’)

λ47λ11 = λ31λ27 + λ23λ35; (3’)

λ31λ3 = λ15λ19 + λ7λ27; (4’)

λ31λ9 = λ23λ17 + λ19λ21; (5’)

λ31λ11 = λ23λ19; (6’)

λ31λ7 = λ15λ23; (7’)

λ47λ3 = λ15λ35 + λ7λ43 (8’)

λ47λ7 = λ15λ39; (9’)

λ27λ0 = λ13λ14 + λ11λ16 + λ5λ22 + λ3λ24 + λ1λ26; (10’)

λ23λ0 = λ11λ12 + λ9λ14 + λ7λ16 + λ3λ20 + λ1λ22; (11’)

λ11λ1 = λ3λ9. (12’)

Bây giờ, ta chứng minh rằng ϕ̃F2
6 biến 18 phần tử không phân tích được ở trên (từ

(1) đến (18)) thành phần tử 0.

• Thay (11’) vào (1), kết hợp với các kết quả ϕF2
4 (e0) = 0, ϕF2

4 (f0) = 0 (xem

chứng minh Mệnh đề 3.4.1 ) ta có ϕ̃F2
6 (r) = 0. Khi đó, ϕF2

6 (r) = 0.

• Bằng cách tính trực tiếp và ϕF2
4 (g1) = 0 (xem chứng minh Mệnh đề 3.4.1) ta

suy ra ϕ̃F2
6 (q) = 0. Vì vậy, ϕF2

6 (q) = 0.

• Từ kết quả ϕF2
5 (n0) = 0 (xem chứng minh Mệnh đề 3.4.1) và trội của các số

hạng còn lại là âm. Do đó, ϕ̃F2
6 (t) = 0, suy ra ϕF2

6 (t) = 0.

• Bằng cách thay (1’) và (2’) vào (4), khi đó trội của tất cả các số hạng của y là

âm. Do đó, ϕ̃F2
6 (y) = 0, suy ra ϕF2

6 (y) = 0.

• Từ kết quả ϕF2
4 (e1) = 0 (xem chứng minh Mệnh đề 3.4.1) và bằng cách tính trực

tiếp, qua đồng cấu ϕF2
6 , ảnh của phần tử C là tầm thường.

• Từ kết quả ϕF2
5 (D1(0)) = 0 (xem chứng minh Mệnh đề 3.4.1) và bằng cách tính

trực tiếp, ảnh của phần tử G dưới đồng cấu ϕF2
6 là tầm thường.

85



• Từ (3’) và (10’), ta có

ϕ̃F2
6 (D2) = ϕ̃F2

6 (λ47λ11λ
4
0) = ϕ̃F2

6 (λ31λ27λ
4
0 + λ23λ35λ

4
0)

= ϕ̃F2
6 (λ31(λ13λ14 + λ11λ16 + λ5λ22 + λ3λ24 + λ1λ26)λ

3
0 + λ23λ35λ

4
0)

= 0.

Khi đó ϕF2
6 (D2) = 0.

• Từ những kết quả ϕF2
5 (D1(0)) = 0 và ϕF2

4 (d0) = 0 (xem chứng minh Mệnh đề

3.4.1) ta có ϕ̃F2
6 (A) = 0. Do đó, ϕF2

6 (A) = 0.

• Sử dụng (4’), (5’), (6’), (7’) và theo chứng minh Mệnh đề 3.4.1) thì

ϕF2
3 (c2) = 0, ϕF2

4 (f0) = 0, ϕF2
5 (D1(0)) = 0

nên suy ra ϕ̃F2
6 (A′) = 0. Khi đó, ϕF2

6 (A′) = 0.

• Tương tự, lấy (8’), (9’),(12’) và D1(0) thay vào A′′, ta có

A
′′

= {D1(0)λ12 + λ2
15λ11λ7λ

2
8 + λ47e0λ0}

= {λ2
15λ11λ7λ4λ12 + λ2

15λ11λ7λ
2
8+

+ λ47(λ
3
3λ8 + (λ3λ

2
5 + λ2

3λ7)λ4 + (λ2
3λ9 + λ9λ

2
3)λ2)λ0}

= {λ2
15λ11λ7λ4λ12 + λ2

15λ11λ7λ
2
8+

+ λ47(λ
3
3λ8 + (λ3λ

2
5 + λ2

3λ7)λ4 + (λ3λ11λ1 + λ7λ5λ3)λ2)λ0}

= {λ2
15λ11λ7λ4λ12 + λ2

15λ11λ7λ
2
8 + (λ15λ35 + λ7λ43)λ

2
3λ8

+ (λ15λ35 + λ7λ43)λ
2
5 + (λ15λ35 + λ7λ43)λ3λ7)λ4

+ (λ15λ35 + λ7λ43)λ11λ1 + λ15λ39λ5λ3)λ2)λ0}

Rõ ràng, trội của tất cả các số hạng của A′′ là âm. Do đó, ϕ̃F2
6 (A′′) = 0, suy ra

ϕF2
6 (A′′) = 0.

• Vì ϕF2
4 (f1) = 0, ϕF2

5 (g2) = 0 (xem chứng minh Mệnh đề 3.4.1) và trội của các

số hạng còn lại của r1 là âm. Do đó, ϕ̃F2
6 (r1) = 0, suy ra ϕF2

6 (r1) = 0.

• Dựa vào các kết quả ϕF2
3 (c2) = 0, ϕF2

5 (D1(0)) = 0 (xem chứng minh Mệnh

đề 3.4.1) và (8’). Ta dễ dàng chứng minh được dưới ϕ̃F2
6 , ảnh của x6,77 là tầm

thường, khi đó ϕF2
6 (x6,77) = 0.
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• Vì ϕF2
5 (H1(0)) = 0, ϕF2

5 (D3(0)) = 0 (xem chứng minh Mệnh đề 3.4.1) và các

quan hệ (3’),(8’) và (9’), ta có ϕF2
6 (x6,82) = 0.

• Các tác động của Sq0s trên Exts,tA và trên Rs giao hoán với các đồng cấu ϕF2
s .

Do đó,

ϕF2
6 (t1) = ϕF2

6 (Sq0t) = Sq0(ϕF2
6 (t)) = 0.

• Từ kết quả ϕF2
4 (D3(0)) = 0 và ϕF2

4 (d2) = 0, ta có ϕ̃F2
6 (x6,90) = 0. Do đó,

ϕF2
6 (x6,90) = 0.

• Tương tự, ϕF2
6 (C1) = ϕF2

6 (Sq0C) = Sq0(ϕF2
6 (C)) = 0.

• Từ các kết quả ϕF2
3 (c3) = 0 và ϕF2

4 (f2) = 0, ta có ϕ̃F2
6 (x6,114) = 0. Do đó,

ϕF2
6 (114) = 0.

• Cuối cùng, ϕF2
6 (G1) = ϕF2

6 (Sq0G) = Sq0(ϕF2
6 (G)) = 0.

Định lý đã được chứng minh.

Ngoài ra, dùng phương pháp này chúng tôi còn kiểm tra được các kết quả của

Hưng-Tuấn trong [34].

Mệnh đề 3.4.3 (Hưng-Tuấn [34]).

(i) Đồng cấu Lannes-Zarati modulo 2 hạng 0 ϕH̃
∗(BZ/2)

0 là một đẳng cấu trên

Ext0
A

(H̃∗(BZ/2),F2).

(ii) Đồng cấu Lannes-Zarati modulo 2 hạng 1ϕH̃
∗(BZ/2)

1 là một đơn cấu trên Span{hiĥj :

i ≥ j} và triệt tiêu trên Span{hiĥj : i < j}.

(iii) Đồng cấu Lannes-Zarati modulo 2 hạng s ϕ
H̃∗(BZ/2)
s triệt tiêu tại tất cả các

phần tử có gốc dương trong Exts
A

(H̃∗(BZ/2),F2) với 2 ≤ s ≤ 4.

Chứng minh. Phát biểu (i) và (ii) được chứng minh một cách dễ dàng bằng việc sử

dụng Mệnh đề 2.5.2 và các biểu biễn của ĥi và hiĥj trên Λ ⊗ H̃∗(BZ/2) (xem Lin

[39] như là ví dụ).

Tương tự như mệnh đề trên, ở đây chúng tôi chỉ chứng minh tường minh một vài

ví dụ, chứng minh chi tiết của (iii) được thực hiện một cách tượng tự.
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Trước tiên, ta chứng minh ϕH̃
∗(BZ/2)

2 (ĉi) = 0 với i ≥ 0. Từ Lin [39],

ĉi ∈ Ext2,2i+3+2i+1+2i−1
A

(H̃∗(BZ/2),F2)

được biểu diễn trong Λ⊗ H̃∗(BZ/2) bởi chu trình

c̄i = (S̃q
0
)i(λ2

3b
[2]), i ≥ 0.

Theo Mệnh đề 2.5.2 và Mệnh đề 2.5.1, vì e(λ2
3) = 0 < 2 nên ϕ̃H̃

∗(BZ/2)
2 (c̄0) = 0.

Vì vậy, ϕH̃
∗(BZ/2)

2 (c0) = 0. Do đó, ϕH̃
∗(BZ/2)

2 (ci) = (Sq0)i(ϕ
H̃∗(BZ/2)
2 (c0)) = 0 với

i ≥ 0.

Tiếp theo, chúng tôi chỉ ra rằng ϕH̃
∗(BZ/2)

3 (α16(i)) = 0 với i ≥ 0. Từ Lin [39], phần

tử α16(i) ∈ Ext3,2i+4+2i+2−1
A

(H̃∗(BZ/2),Fp) được biểu diễn trong Λ⊗H̃∗(BZ/2) bởi

chu trình

ᾱ16(i) = (S̃q
0
)i(λ2

7λ0b
[2] + (λ2

3λ9 + λ7λ5λ3)b
[1]), i ≥ 0.

Sử dụng Mệnh đề 2.5.2 và Mệnh đề 2.5.1, dễ thấy ϕ̃H̃
∗(BZ/2)

3 (ᾱ16(0)) = Q7Q7Q0b[2].

Vì e(Q7Q7Q0) = 0 < 2 nên ϕ̃H̃
∗(BZ/2)

3 (ᾱ16(0)) = 0. Vì thế, ϕH̃
∗(BZ/2)

3 (α16(0)) =

0 và khi đó ϕH̃
∗(BZ/2)

3 (α16(i)) = 0 với i ≥ 0.

Cuối cùng, ta thấy rằng ϕH̃
∗(BZ/2)

4 (γ63(i)) = 0 với i ≥ 0. Từ Lin [39], phần tử

γ63(i) ∈ Ext4,2i+6+2i+1+2i−1
A

(H̃∗(BZ/2),F2) được biểu diễn trong Λ ⊗ H̃∗(BZ/2)

bởi chu trình

γ̄63(i) = (S̃q
0
)i(λ31λ7λ23λ0b

[2] + λ47(λ
2
3λ9 + λ9λ

2
3)b

[1]

+ (λ2
15λ11λ21 + λ31λ7λ15λ9 + λ15λ47λ

2
0)b

[1]), i ≥ 0.

Bằng phương pháp tương tự, dễ thấy ϕ̃H̃
∗(BZ/2)

4 (γ̄63(0)) = Q47Q9Q3Q3b[1].

Áp dụng quan hệ Adem, ta có Q9Q3Q3 = 0 ∈ R3, khi đó ϕ̃H̃
∗(BZ/2)

4 (γ̄63(0)) = 0.

Suy ra ϕH̃
∗(BZ/2)

4 (γ63(0)) và do đó ϕH̃
∗(BZ/2)

4 (γ63(i)) = 0 với i ≥ 0.

Chú ý 3.4.4. Dựa vào Mệnh đề 2.5.1, dễ thấy (F2⊗A R1H̃
∗(BZ/2))# được sinh bởi{[

Q2i−1b[2j−1]
]

: i ≥ j
}
∪
{

(Sq0)i
([
Q2(2j−1)b[1]

]
+
[
Q2j+1−1b[2]

])
: i ≥ 0, j ≥ 1

}
.

Do đó, đồng cấu Lannes-Zarati hạng 1 ϕH̃
∗(BZ/2)

1 không phải là toàn cấu.
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3.5. Kết luận Chương 3

Trong chương này, chúng tôi sử dụng các kết quả đã được xây dựng ở các phần

trước để khảo sát dáng điệu của đồng cấu Lannes-Zarati modulo p ϕMs trong trường

hợp M = Fp và trong trường hợp M = H̃∗(BZ/p). Kết quả là chúng tôi đã thu được

ảnh hoàn toàn của ϕFp
s với 1 ≤ s ≤ 3 (xem Định lý 3.1.1, Định lý 3.1.2, Định lý 3.1.4)

và ảnh của ϕH̃
∗(BZ/2)

s với s = 0, 1 (xem Định lý 3.3.1, Định lý 3.3.2).

Cuối cùng, chúng tôi sử dụng phương pháp này để kiểm tra lại các kết quả về ảnh

của đồng cấu Lannes-Zarati modulo 2 đã được công bố trong các tài liệu [72], [25],

[27], [32], [30]. Kết quả là chúng tôi đã thu được các kết quả tương đồng với các kết

quả đã được công bố nhưng với phần tính toán đơn giản hơn (xem Mệnh đề 3.4.1,

Mệnh đề 3.4.3). Bên cạnh đó, chúng tôi còn thu được ảnh của đồng cấu ϕF2
6 trên các

phần tử không phân tích được của Ext6,6+t
A

(F2,F2) với 0 ≤ t ≤ 114 đã được Chen

[12] tìm được vào năm 2013 (xem Định lý 3.4.2).
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Kết luận

Trong luận án này, chúng tôi đạt được những kết quả chính sau đây:

1. Xây dựng biểu diễn ở mức độ dây chuyền của (ϕMs )# trên phức dây chuyền

Singer-Hưng-Sum (xem Định lý 2.2.1) cũng như biểu diễn dây chuyền của ϕMs
trong đại số Lambda (xem Hệ quả 2.2.4), biểu diễn dây chuyền của ϕMs trên

Λ ⊗ M#, với A -môđun M bất kỳ (xem Mệnh đề 2.2.5). Các kết quả này sẽ

được sử dụng để tìm nhân và ảnh của đồng cấu Lannes-Zarati ϕMs với những s

nhỏ cho trường hợp p lẻ.

2. Phát triển toán tử lũy thừa P0 tác động lên Exts,∗
A

(Fp,Fp) (xem Liulevicius [41],

[42] và May [19]). Với M = Fp và M = H̃∗(BZ/p), chúng tôi đã chỉ ra rằng

tồn tại một toán tử P0 tác động trên Exts,∗
A

(M,Fp) và trên (Fp⊗A RsM)#. Hơn

nữa, toán tử này còn giao hoán với đồng cấu Lannes-Zarati ϕMs (xem Mệnh đề

2.4.3). Kết quả này đã làm giảm đáng kể việc tính toán. Do đó, toán tử này trở

thành công cụ quan trọng để nghiên cứu dáng điệu của đồng cấu Lannes-Zarati

modulo p.

3. Khảo sát dáng điệu của đồng cấu Lannes-Zarati modulo p ϕMs trong trường hợp

M = Fp và trong trường hợp M = H̃∗(BZ/p). Kết quả là chúng tôi đã thu

được ảnh hoàn toàn của ϕFp
s với 1 ≤ s ≤ 3 (xem Định lý 3.1.1, Định lý 3.1.2,

Định lý 3.1.4) và ảnh của ϕH̃
∗(BZ/p)

s với s = 0, 1 (xem Định lý 3.3.1, Định lý

3.3.2).

4. Cuối cùng, kiểm tra lại các kết quả về ảnh của đồng cấu Lannes-Zarati modulo

2 đã được công bố trong các tài liệu [72], [25], [27], [32], [30]. Kết quả thu được

tương đồng với các kết quả đã được công bố nhưng với phần tính toán đơn giản

hơn (xem Mệnh đề 3.4.1, Mệnh đề 3.4.3). Dựa vào kết quả của Chen [12] về các

phần tử không phân tích được của Ext6,6+t
A

(F2,F2) với 0 ≤ t ≤ 114, chúng tôi
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tính ảnh của các phần tử này qua đồng cấu Lannes-Zarati modulo 2 hạng 6 theo

cách tiếp cận khác, đó là chúng tôi không dùng kết quả của bài toán “hit” trên

D6. Qua đây, chúng tôi cũng đã kiểm chứng lại các kết quả đã được chứng minh

về đồng cấu Lannes-Zarati modulo 2 (xem Định lý 3.4.2).

Dự kiến về những nghiên cứu tiếp theo

1. Chúng tôi sẽ tiếp tục nghiên cứu dáng điệu của đồng cấu Lannes - Zarati modulo

p trong các trường hợp s ≥ 4.

2. Chúng tôi dự kiến sẽ nghiên cứu đồng cấu chuyển Singer modulo p với p là số

nguyên tố lẻ.
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